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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Пространство петель С2Х топологического пространства Х с 
отмеченной точкой — это пространство непрерывных отображений 
отрезка [0, 1] в Х, переводящих оба конца в отмеченную точ- 
ку. Общеизвестно, что пространства петель составляют в неко- 
тором смысле привилегированный класс пространств, главным об- 
разом из-за наличия в них умножения с рядом хороших свойств. 
Еще лучше, если пространство является двукратным пространст- 
вом петель (т.е. пространством петель пространства петель): 
тогда, например, умножение будет гомотопически коммутативным. 
Можно ожидать, что многократные, а тем более бесконечнократ- 
ные пространства петель, сколь бы редко они ни встречались, с 
гомотопической точки зрения являются едва ли не самыми лучшими 
из всех пространств. Такие пространства действительно бывают: 
например, пространство Эйленберга - Маклейна K(G,n)c абеле- 
вой группой (т и любым И, является (с точностью до гомотопи- 
‚ческой эквивалентности) бесконечнократным пространством петель. 
К(@и,) =С2"К(С, и+№) Другой пример: классифицирующее нпро- 
странство В] бесконечной унитарной группы U в сиду теоремы 
Ботта о периодичности гомотопически эквивалентно связной ком- 
поненте своего двукратного пространства петель "ВО, так 
что BUX Z =92°4(BU« Z)npa любом М. Главное достоинство 
бесконечнократных пространств петель состоит в их родстве с 
так называемыми спектрами, а через них — с обобщенными тео- 
риями когомологий - центральным понятием современной алгебра- 
ической топологии. Например, К(С, и.) ассоциируется с класси- 
ческими когомологиями с коэффициентами в Cr, a ВО- с комп- 
лексной К-теорией. 


Книга Адамса посвящена прежде всего "проблеме распознава- 
ния". Как узнать, будет ли данное пространство гомотопически 
эквивалентно бесконечнократному пространству петель? Для этого, 
оказывается, нужно, чтобы пространство обладало некоторыми го- 
мотопически инвариантными структурами. Эти структуры представ- 
ляют и несомненный самостоятельный интерес. В частности, они 
дают возможность эффективной процедуры "распетливания": X =G2Y= 
=SeY, =... . Для пространств эта процедура описана в гл. 2, для 
отображений (в некоторых частных случаях, так как в общем слу- 
чае эта задача не решена) - в гл. 6. Главу 3, посвященную ло- 
кализации и пополнению, можно считать отступлением, а главы 4 и 
5 посвящены "трансферу" - одному из наиболее ярких проявлений 
бесконечнократной петлевой структуры: здесь приводится принад- 
лежащее Беккеру и Готтлибу простое доказательство знаменитой 
гипотезы Аламса о 1-функторе и операциях $ в К-теории. Остав- 
щиеся две главы, первая и последняя, представляют собой соот- 
ветственно введение и резюме. 

Книга написана в высшей степени неформально: в ней много рас- 
суждений общего характера, острот, иронических или хвалебных 
реплик, которые подчас заменяют целые куски доказательств (и да- 
xe формулировок). Это не только не мешает, а скорее способству- 
ет пониманию. Книга дает верное представление о предмете, и, бе- 
зусловно, ее будет достаточно для большинства читателей. Более 
академическое изложение теории бесконечнократных пространств 
петель имеется в книге Бордмана и Фогта [40], русский перевод 
которой вышел в 1977 г. в издательстве "Map", и в статье Мэя 
[92], русский перевод которой присоединен к переводу упомянутой 
книги Бордмана и Фогта. Кроме того, на русский язык переведен 
обзор Мэя [96] (тоже неформальный, хотя и не столь эмоциональ- 
ный, как книга Адамса), где в приложении переводчика освещается 
развитие (весьма интенсивное) теории бесконечнократных прост- 
ранств петель от момента написания обзора до настоящего времени, 

Книгу с удовольствием прочтут все, кто хочет познакомиться 
с новыми плодотворными идеями современной алгебраической топо-- 
логии. 


Д.Б. Фукс 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эта книга возникла из лекций, прочитанных мной в Принстон- 
ском институте высших исследований весной 1975 г. на чтениях 
памяти Германа Вейля. Я рад возможности поблагодарить органи- 
заторов за приглашение, гостеприимство и за то, что они обес- 
печили мне такую замечательную аудиторию. Я должен также по- 
просить извинения за задержку при подготовке этой рукописи. Де- 
ло в TOM, что в последнее время в излагаемой теории был достиг- 
нут определенный прогресс, и я воспользовался возможностью ска- 
зать об этом несколько слов. Кроме того, появились и другие 
источники, в частности работы [96] и [99] можно рекомендовать 
как особенно полезные опытным топологам, желающим ознакомиться 
с достигнутыми результатами. Я старался, однако, дать более 
элементарное изложение, которое, как я надеюсь, может преподать 
основные идеи настолько безболезненно, насколько это возможно. 
В этом мне очень способствовали принстонские слушатели: чем 
‚больше я изыскивал возможностей опускать технические подробно- 
сти, тем более довольными они выглядели. Если так реагировали 
закаленные топологи, то можно надеяться, что начинающим эти 
лекции послужат приятным введением в‘идеи, развиваемые в теку- 
щей литературе. | 

Я благодарен Дж. Il. Mow, Б. Дж. Савдерсону и С.Б. Придди, 
прочитавшим первый вариант этой книги (частично или целиком); 
их замечания оказались весьма полезными. Не стоит говорить, что 
за все имеющиеся в книге остроты ответственность несу я сам. 


Дж. Ф. Адамс 


Глава 1 


ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
И ИСТОРИЯ ВОПРОСА 


§ 1.7. Введение 


Я начну эту вводную главу с нескольких исторических заме- 
чаний и ряда сведений общего характера. Специалистам они хоро- 
шо известны, а неспециалистам должны дать возможность продви- 
нуться в чтении этих записок так далеко, как они пожелают.Я об- 
‚ рисую в общих чертах три раздела гомотопической топологии: 


(4) изучение бесконечнократных пространств петель; 
(44) изучение стабильной теории гомотопий при помощи 
спектров; 

(44%) изучение обобщенных теорий гомологий и когомологий. 
Я попытаюсь также разъяснить очень тесные взаимосвязи между эти- 
ми тремя областями. В заключение будет приведена грубая класси- 
фикация, или обзор пространств, о которых в настоящее время из- 
вестно, что они являются бесконечнократными пространствами пе- 
тель. | 


$ 1.2. Пространства петель 


- 


В этом параграфе мы познакомимся с пространствами петель. 
Пусть X.- пространство с отмеченной точкой Со. Под простран- 
ством петель SOX мн будем понимать функциональное пространство 


(I, 0,1) 
(X, 5:00. 


непрерывных отображений o): [-» Х единичного интервала [ = 
=[0,1] в пространство Х, переводящих (0 в о ит вх. За- 
дадим на этом пространстве компактно-открытую. топологию; если 
нужна отмеченная точка, мн принимаем за нее постоянное отобра- 
жение (©), в точку 2,. Функции &)652Х называются петлями 
в пространстве Х. 

В этом месте необходимо дать исторические пояснения. Во- 
первых, упомянем хорошо известную работу Морса [arr]. В ней 
Морс рассмотрел риманово многообразие ©, скажем связное; его 
интересовало множество геодезических в . М, ведущих из точки 
Р в точку Q. On обнаружил связь между этим множеством гео- 
дезических и топологией пространства всех путей из Р в Q; 
под пространством путей мн понимаем функциональное пространство 


(I, 0, 4) 
(M, P, Q) 


непрерывных отображений Ww: [ —> М, переводящих 0 вР ит 
в @. Гомотопический тип этого пространства не зависит от то- 
чек Р и О, так что оно эквивалентно пространству $8 М. На- 
пример, возьмем в качестве М céepy Зо обычной римановой 
структурой; в этом случае все геодезические, ведущие из Р в Q, 
хорошо известны. (А именно, из Р в Q можно попасть по крат- 
чайшей геодезической, скажем длины 9; но, начав двигаться в 
том же направлении и не остановившись, когда уже можно было ос- 
тановиться, можно попасть в @ по геодезической длины Ln + 0; 
начиная двигаться в противоположном направлении, мн получим 
Геодезические длины ди®-9.) Этого вполне хватило Морсу для 
вычисления гомологических групп Н „(525” ) пространства петель 
525”. Проводя свое рассуждение в противоположном направле- 
НИИ, OH прави: что если взять сферу 5” и задать на ней лю- 
бую другую римановую структуру, то все равно найдется беско- 
нечно много геодезических, соединяющих Р с QQ. 

Во-вторых, имеется хорошо известная работа Серра [129]. 
В ней Серр обобщил теорему о существовании бесконечного множе- 
ства геодезических из Р в О, заменив сферу 5“ произволь- 
ным римановым многообразием, гомологии которого отличны от го- 
мологий точки, причем этот результат - лишь одно из замечатель- 
ных достижений этой работы Серра и, возможно, некоторые другие 
даже более важны; я имею в виду прежде всего развитые Серром 
методы. 


| 


Чтобы лучше разобраться в строении Е петель $2X, 
Cepp ввел пространство путей — 
| (I, 0) 
В Ls ee а 


т.е. пространство непрерывных отображений RS ag переводя- 
щих 0 в X, . Пространство EX crarmpaemo, но оно является 
важным промежуточным звеном между 52Х и Х. Серр определил 
непрерывное отображение 


р: BK eX 
формулой р (f) = #(1), т.е. отображение р относит каждому пу- 
ти его конец. Он показал, что это отображение обладает свой- 
ством накрывающей гомотопии для отображений кубов; теперь мы на- 
зываем такие отображения расслоениями в смысле Серра. Слой 
p x, есть в точности пространство петель Cox . Итак, имеется 
расслоение Серра 


Ox + EX LX. 


(Здесь стоит сделать маленькое замечание об обозначениях. 
Из чувства исторической справедливости я следую обозначениям 
Серра, который использовал букву Ё. Однако многие теперь упо- 
требляют обозначение РХ, производя его от английского термина 
path-spoace 3 | 

Построения такого рода обладают большой потенциальной об- 
щностью; отправляясь от них, Бурбаки показал впоследствйи, что 
любое непрерывное отображение {: Х —\У можно заменить расслое- 
нием в смысле Серра. Для этого достаточно заменить Х некото- 
PHM другим пространством, которое ему гомотопически эквивалент-- 
но, а пространство Y можно не менять. 

Серр показал также, что в этой ситуации хорошо работает 
аппарат спектральных последовательностей Лере. Использование 
спектральных последовательностей в гомологических вычислениях 
придало методам Серра больпую техническую мощь, и они оказались 
очень успешными; если добавить к этому, что работа Серра очень 
элегантна и ясно изложена, то не будет удивительно, что его ме- 
тоды приобрели широкую популярность. 

Прежде чем продолжать, напомню еще об одном давно 
известном фундаментальном факте. Пожалуй, самое первое, что 


to 


специалисты по теории гомотопий узнают о пространствах петель, - 
это то, что они позволяют манипулировать гомотопическими груп- 
пами, сдвигая их из одной размерности в другую. А именно, 


= 
f&(G2X) **,,,(Х). 
Этот изоморфизм можно обобщить. Пусть W - еще одно про- 
странство с отмеченной точкой М. . Тогда отображения 
№ 
£3 Wie 


взаимно однозначно соответствуют отображениям 


а: Wx! мед? 


причем это соответствие осуществляется по правилу 


(fw)(t)=g(w,t) (м«И, tel). 


Привлекая отмеченные точки, MH находим, что отображения 
ба S2X, W, 

взаимно однозначно соответствуют отображениям 
g: ЗУ, 6, — X, Xx, 


Здесь через 2 W обозначено факторпространство, полученное 
из WxI отождествлением подпространства (М/хО) \/ (их, I) U(Wef) 
в одну точку, которая становится отмеченной точкой 6. в LW. 
Это факторпространство называется приведенной надстройкой над 
W; часто ее обозначают через SW. 

Так или иначе, переходя к гомотопическим классам, мы полу- 
чаем естественное взаимно однозначное соответствие 


(4.2.4) [W, 2X] + [Ew x]. 


Здесь через [U,V] обозначено множество гомотопических классов 
отображений из U в  V, причем как отображения, так и гомото- 
_ шии сохраняют отмеченные точки. 


a2 


a — 


{I 


В наши дни, чтобы выразить все это, говорят, что функторы 
2. и 58 сопряжены. Эта терминология является относительно He~ 
давней; она принадлежит Kany [75]. 
ео В частности, за W можно принять факторпространство 
J /9I ‚ где .~ - единичный кубв К’, а 9["- ero гра- 
ница. Тогда 


EW = 1" х 1/(1^х 0) (ЭТ"х Г) И (Т“к4) = 1" ИЗ“ 
и наше взаимно однозначное соответствие превращается в изомор- 


физм 


(1.2.2) © (S2eX) Se (X). 
Конечно, нужно еще объяснить, зачем топологам требуется 
сдвигать размерности гомотопических групп; это — тема следующе- 


го параграфа. 


+4 


§ 1,3, Стабильная теория _гомотопий 


В этом параграфе я расскажу о стабильной теории гомотопий 
и о спектрах. | 

Топологи проводят фундаментальное различие между стабильны- 
ми и нестабильными явлениями; явление называется стабильным, ес- 
ли оно проявляется в любой или любой достаточно большой размер- 
ности, при этом, по существу, не завися от размерности. Конструк- 
цией, изменяющей размерность, обычно является надстройка. Напри- 
мер, в теории гомологий справедливо равенство 


H (\;®) =Н (М; ®), 


ned 
где Н обозначает приведенные гомологии. Ho гораздо лучше этот 
принцип прослеживается в теории гомотопий, где он восходит к ра- 
Gore Фрейденталя [59]. Нам достаточно, чтобы УГ и Х были доста- 
точно хорошими пространствами, например С\У/-комплексами. Тогда 
надстройка задает отображение 


EW, Xi LEW; 5x |: 


и имеет место следующая хорошо известная теорема. 


12 


ТЕОРЕМА 1.3.1. Предположим, что комплекс Х (n- -1)-связен, 
а комплекс W имеет размерность ol; тогда отображение 


я: [w,X] > [2м,2Х] 


эпиморфно при © $2n-1 и является взаимно однозначным соот- 


ветствием при a <2n-2Z. 


| Подходящим источником для изучения этой теореми является 
книга [135], (особенно с. 590). 

Чтобы доказать ее, заменяют стоящее справа множество — 
[2\,2Х]] множеством [W, S2=:X | при помощи изоморфизма 
(1.2.1). Получим следующую коммутативную диаграмму: 


[w,x] —= [Ем 7х] 


[ W, <25:Х | 


Здесь +, pe ounaaent prod panebins: индуцированное отображением 1, 
а i: X — УХ есть отображение, соответствующее при изо- 
морфизме (1.2.1) тождественному отображению 4: EX — ХХ. 
Эта диаграмма сводит доказнываемую теорему к изучению простран- 
ства петель Ged. X и связи этого пространства с пространством 
Х ; это же относится и к другим теоремам теории надстроек. 


На самом деле изучение пространств петель оказалось самым 
плодотворным методом в теории гомотопий. Джеймсу [73] удалось 
заменить довольно большое функциональное пространство $25 "явным 
клеточным комплексом, настолько малым, что можно хорошо понять 
его структуру; я буду называть его моделью Джеймса для 925”. 
Это привело его к новым интересным результатам о надстройке’. 
Ботт и Самельсон [44] вычислили гомологии значительного числа 
пространств петель, в том числе пространства петель G2(S у 

име 4) букета сфер. Основываясь на этих вычис- 
лениях, Xuxrony [63] удалось значительно. продвинуться в изуче- 
нии гомотопического типа пространства $2(5 "у 5" \...у5 %); 
это привело к новым результатам в теории гомотопий. 
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Вернемся к общему случаю. Используя обозначения теоремы 
1.3.1, назовем гомотопическую классификационную задачу нахожде- 
ния множества |W, X]| стабильной, если 9 <2н,-2, так что мы 
имеем в точности такую же задачу для [2\, EX], для [2 “ИХ 
и для всех высших размерностей. Это можно обобщить, сказав, что. 
стабильная теория гомотопий - это часть теории гомотопий, изу- 
чающая. явления, стабильные в описанном выше интуитивном смысле. 

Чтобы убедить скептиков в разумности этой теории, требова- 
лось продемонстрировать содержащиеся в ней интересные теоремы. 
Хорошей рекламой для стабильной теории гомотопий послужила по- 
явивщаяся достаточно рано двойственность Спеньера - Уайтхеда 
[137, 134]. Предположим, что нам дано хорошее пространство X, 
скажем конечный комплекс, и что мы рассматриваем непатологиче- 
ское вложение пространства Х в сферу ©”, т.е. такое вложе- 
ние, при котором дополнение Х пространства Х в $ "деформа- 
ционно ретрагируется на некоторый конечный комплекс \ и, 06- 
ратно, GY деформационно ретрагируется на X. Тогда, согласно 
теореме двойственности Александера, гомологии и когомологии 
комплекса Y „определяются комплексом Х и не зависят от вложе- 
ния Х в ©“. С другой стороны, фундаментальная группа ©, (У) 
не определяется пространством Х и зависит от вложения; доста- 
точно рассмотреть X=S', и =3 (классические узлы). 

Возникает вопрос: в pannel мере пространство \ определяется 
пространством X? Оказывается, что Х определяет стабильный 
гомотопический тип пространства Y. Здесь мы подразумеваем, что 
пространства и Z имеют одинаковый стабильный гомотопический 
тип, если при некотором целом Mt пространства "Уи &™Z 
гомотопиячески эквивалентны. Иными словами, можно определить но- 


вую категорию, стабиль гомотопичес категорию Спеньера - 
Уайтхеда [136 ‚ 138 | , объектами, которой служат конечные‘ комп- 
лексы, а множество морфизмов Bes Г.Е определяется как множе- 


ство стабильных гомотопических классов отображений из в a, 
т.е. как 


fim 1S ФЕИ 

We-P оо 
Согласно теореме 1.3.1, этот предел достигается; если бы комп- 
merc Y не был конечномерным, это определение множества фа Z} 
не годилось бы. Мы можем сказать теперь, что комплексы Ли & 
имеют одинаковый стабильный гомотопический тип в точности тогда, 
когда они эквивалентны в стабильной гомотопической категории. 


14 


Теперь вопрос о вложениях в сферу 5" можно решить более 
явно, сказав, что Y зависит от Х через посредство контрава- 
риантного функтора О = D,. Этот функтор D =D. принимает зна- 
чения в стабильной кой категории Спеньера -- Уайтхеда; 
он определен на полной подкатегории этой категории, поскольку 
задается на всех объектах Х, допускающих вложения в © ‚и на 
всех морфизмах категории, связывающих такие объекты X. спень- 
ер и Уайтхед называют комплекс DX п.-двойственным комплек- 
су Х. 

Вскоре, однако, обнаружилось, что стабильная гомотопическая 
категория, построенная Спенъером и Уайтхедом, содержит недоста- 
точное для некоторых целей количество объектов (даже если осла- 
бить предположение о конечности комплексов). Яркий пример такой 
ситуации доставила работа Тома о кобордизмах [151 | . Том свел 
изучение групп кобордизмов к изучению некоторых стабильных го- 
мотопических групп: 


lim м. (MO(n)), fim Tt _AMSO(n)) ит.д. 


Здесь МО (и), М5О(п)и т.д. - пространства, построенные Томом 
и обычно называемые комплексами Тома; пределы fim определе- 
ны, поскольку пространства MO(n), MSO(n) "и т.д. опреде- 
ляются вместе с отображениями 


2МО(и) > МО(и+4), EMSO(n) > MSO(n+1) ит.д. 


Милнор первым высказал мысль (см. [104 ] ‚ особенно с. 511-512), 
что положение дел значительно прояснилось бы, если бы удалось 
найти категорию, в которой вместо последовательности пространств 
МО (и) можно было бы рассматривать единый объект МО, аппрокси- 
мируемый этой последовательностью, и которая включала бы анало- 
гичные объектн MSO и т.д. Но такой подход был уже известен 

[ ei, 82]. Для наших целей подходит спектр Ё - последователь- о 
ность пространств № „ (с отмеченной точкой), наделенных отобра- 
кениями © : СЁ, — а Например, пространства МО (и, с 
отображениями EMO(n) a MO (ned) составляют спектр - спектр 
Тома МО. Аналогично обстоит дело для MSO. Другой пример: 
рассмотрим С\\М-комплекс X с отмеченной точкой; его надстро- 
ечный спектр определчется как спектр, у которого f-e про- 
странство есть LX, а отображениями являются тождественные 


отображения TA ay ag: LYS © 
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Этот спектр мы будем обозначать через LX. „Хотелось бы 
сказать, что эта конструкция определяет функтор Das CW- 
комплексов в спектры. Конечно, для этой цели (и для многих дру- 
гих целей) нам нужно ввести категорик спектров. Для этого оста- 
лось правильно определить отображение спектра в спектр, что на- 
талкивается на небольшие технические трудности. В настоящее время 
общепризнано, что наиболее удобны для стабильной теории гомото- 
пий категория спектров, построенная Бордманом [з4, 35, 56, 153 |, 
и некоторые другие категории, которые ef эквивалентны. Я попы- 
тался дать по возможности элементарное описание этой категории 
в статье [9] (см. в особенности с. 131-146). Здесь я приведу 
следующие извлечения из этой работы. 

(4) Под CW-cnexrpom понимается спектр, в котором каждое 
пространство @ является СМ -комплексом (с отмеченной точкой), 
а каждое отображение С: БВ = ae осуществляет вложение es 95 
в Е... в качестве подкомилекса. Эти CW-cnexrpy можно при 
HAT ва “объекты нужной категории. 

(it) >” есть функтор; для любого конечномерного комплек- 
са Х этот функтор индуцирует взаимно однозначное соответствие 


tim [E°X, E°Y] — [ЕТ Х, А 


(Здесь Е. Еф fe sf обозначает множество гомотопических клас- 
сов нота в категории CW-cnexrpos. ) 

(iit) Категория С\/“-спектров устроена таким образом, что 
в ней осуществимы все конструкции, которне обычно производятся 
над С\-комплексами. 

( 4”) Категория С\У/’-спектров может быть при желании сделя- 
на градуированной. Пусть Ё - спектр; изменяя индексы, можно по- 
лучить из него новый спектр; например, можно определить спектр F 
равенством К” = E .,. Тогда отображением степени 1 изЁ; в G 
будет обычное“ Вен. (степени 0) из Ё в С. Обозначим 
через [X,Y ].. множество гомотопических классов отображений сте- 
пени М, из Х в У. 

Этого достаточно, чтобы понять существо дела. Важно лишь 
знать, что существует хорошая категория спектров, и уметь прояв- 
лять гибкость при описании деталей конструкции. В действительно- 
сти имеются различные способы ее детализации; все они приводят к 
достаточно хорошим категориям, но в конкретных ситуациях одна 

может оказаться предпочтительней другой. Поэтому оставим за со- 
бой право выбора. 
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Ha этом MH закончим наш экскурс в стабильную гомотопичес- 
кую теорию и в теорию. спектров; мы готовы теперь к тому, чтобы 
вернуться назад, к пространствам петель. 


$ 1.4, Бесконечнократные пространства петель 


В этом параграфе мы познакомимся с бесконечзюократными про- 
странствами петель. 

Пространство петель лучше обыкновенного пространства; не 
всякое пространство гомотопически эквивалентно пространству пе- 
тель. Например, не всякое пространство является Н-пространст- 
вом, а пространство петель им является. Напомню, что простран- 
ство Х называется  Н-пространством, если в нем задано умно- 
жение 


Mm: XxX —Х, 


удовлетворяющее надлежащим аксиомам. Эквивалентным образом, мож- 
но предполагать, что для каждого W на множестве [\/, Х | зада- 
но умножение, причем это умножение естественно относительно W, 
Минимальное требование к этому умножению заключается в том, что> 
бы постоянное отображение из W в отмеченную точку Х. было 
единицей; это эквивалентно требованию, чтобы отмеченная точка 
в Х была (с точностью до гомотопии) единицей умножения №. 
(Предполагается, что отображения и гомотопии сохраняют отмечен- 
ную точку.) 

Пространство петель Х = GAY, очевидно, является Н-про- 
странством. В самом деле, умножение JW: GLY x*S2Y —> Gey 
можно задать явной формулой. 


w'(2t), ecm 0< $ 54/2, 
(р, "(= 
6)" (2+-1), если 4/2#%$4{. 


Таким образом, произведение двух петель есть такая петля, для 
которой точка за поррую половину времени пробегает с тие 
скоростью петлю ws, а за вторую половину - петлю и”. С дру- 
гой стороны, заменяя множество [УУ, 52” множеством few. al 
или, что эквивалентно, фундаментальной группой функционального. 
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пространства 
| (W, чо) 


51 ieee 


MH видим, что W- [и S2Y ] есть Е из пространств в группы. 

Понятие Н-пространства восходит к Серру [129], выбравие- 
го букву Н, чтобы отметить вклад Хопфа (Hopf) в топологию 
групп Ли. Сейчас Н-пространствам посвящено большое количество 
публикаций. Замечание, что пространство петель есть Н-простран- 
ство, также принадлежит Серру. 

Пусть Х - некоторое Н-пространство. Умножение м: ХхХ-Х 
позволяет определить произведение Понтрягина классов гомологий 
BH (X) [44]. Эта мультипликативная структура служит ключом к 
пониманию гомологий таких Н-простренств, как 525" и Se(S tv 
vS"*v..v5 *).A именно, H ‚(525 “)ects свободная алгебра (над 
7, ) с одной образующей стелени  М,- {; аналогично Н „(52(5“ «у 
vS"tv.vS м ~ свободная алгебра (над Z) с образующими степеней 
п, -1,",-1,..., 3-1. ° Здесь алгебры предполагаются ассоциатив- 
ными, HO He аи да коммутативными. | ы 

Конструкция пространства петель допускает, конечно, | итера- 
ции. При этом мы получаем , 

: (r*, ar”) 
G2 X = G2(S2X) = (X, x.) 


и т.д. Если уже само пространство петель является необычайно 


хорошим пространством, то двукратное пространство петель должно 


быть еще лучше; не все пространства петель являются двукратными 
пространствами петель. 


Будем называть пространство. X бесконечнократным простран- 


ством петель, если существуют последовательность пространств 
№ pets, ae 6 gmt и слабые гомотопические эквивалентно-. 


_ сти 
‘ А cree oe RE 


Напомню, что отображение $:Х — одного связного пространства в 
другое называется слабой гомотопической эквивалентностью, если 
для всех’ +L 


ит, 00 > 6, 00 


-есть изоморфизм. Из этого условия вытекает, что 


есть изоморфизм для вех С\’-комплексов W. Если Хи Y 
несвязны, TO мы в первую очередь требуем, чтобы отображение 


{,: ®(Х) athe a (YL) 


было взаимно однозначным соответствием, а затем налагаем пре- 
дыдущее требование на каждую компоненту линейной связности. 

Слабые гомотопические эквивалентности служат здесь для 
преодоления мелких технических неудобств. Например, зная лишь, 
что пространство 5295” и его ‘модель Джеймса слабо гомотопи- 
чески эквивалентны, MH можем получить все интересующие нас тео- 
ремн, не доказывая, Что они в действительности гомотопически эк- 
вивалентны. | 

Вернемся к нашей последовательности пространств Х ое 
Каждая слабая гомотопическая эквивалентность 


ея aX! 


может быть, разумеется, преобразована при помощи (1.2.1) в ото- 
бражение 


EX, ao оо 


Поэтому такая последовательность пространств представляет собой 
спектр. Введем название для таких спектров. Пусть Е - спектр. _ 
Преобразуем его структурные отображения 


Е: СЕ Е. 


в отображения 
7 
Е, = 59Е 


Будем называть Е  б2-спектром, если отображения в ЯВЛЯЮТСЯ 
слабыми гомотопическими эквивалентностями. Если спектр 
является $8-спектром, то он обладает следующим специальным 
свойством: 


[=°X,E], = [Х, Е... 
3-2 
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Таким образом, можно сказать, что бесконечнократное простран- 
ство петель Х есть нулевой член некоторого б2-спектра X = 


vv 
В случае необходимости пространства a можно заменить та- 


кими слабо гомотопически эквивалентными пространствами, для ко- 
торых будут иметь место даже гомеоморфизмы К. = O2X ae [so]. 
В действительности при определении О -спектра` в известном от- 
ношении лучше потребовать, чтобы структурные отображения 


/ 

2. Boe 526. 
были гомеоморфизмами, а не просто слабыми гомотопическими экви- 
валентностями. Особенно удобно это требование в теории беско- 
нечнократных пространств петель, в которой геометрическая на- 
глядность такого определения часто позволяет избегать мелких 
погрешностей в доказательствах. К тому же это требование He пре- 
пятствует построению хорошей категории Go -спектров. Но, по- 
скольку наша ближайшая цель - выяснить связь с теорией гомото- 
пий, это замечание пока несущественно. 

Приведем несколько примеров бесконечнократных пространств 
петель. Первый и наиболее важный пример - пространства Эйлен- 
берга - Маклейна. Пусть.  - абелева группа, и пусть XK, ~ 
комплекс Эйленберга — Маклейна типа (ft, rv), т.е. 


®,(Х,) 
0, ecm Ж+М.. 


Формула (1.2.2) показывает, что 58Х„,, также имеет тип 
(®, п.) ; следовательно, существует гомотопическая эквивалент- 
ность Х, — G2X ,. Таким образом, любое пространство 
Эйленберга — Маклейна является бесконечнократным пространством 


петель. | 

Следующий пример - пространство 2х BU; здесь BU можно 
представлять себе либо как классифицирующее пространство беско- 
нечномерной унитарной группы U = UU(n), moo как предел клас- 


сифицирующих пространств LimBU(n). Согласно теореме пе- 
риодичности Ботта [42, 43, 50, 18 | ‚ существует слабая гомото- 


пическая эквивалентность 
7х ВИ = © (2 BU); 


поэтом ZxBU - бесконечнократное пространство петель. По- 
добное верно и для =x BO. 


Оба` эти примера возникают в обобщенных теориях когомологий, 
но это предмет следующего параграфа. 


$ 1.5, Обобщенные теории когомологий 


В этом параграфе я расскажу об обобщенных теориях когомо- 
логий. 

Будет прелполагаться более или менее известным, что обоб- 
щенная теория гомологий или когомологий представляет собой функ- 
тор, удовлетворяющий первым шести аксиомам Эйленберга - Стинро- 
да, но, вообще говоря, не удовлетворяющий седьмой аксиоме - ак- 
сиоме размерности. В случае необходимости можно добавить аксиому 
сильной аддитивности Милнора [106 | . Рассматриваемые мною гомо- 
логические и когомологические функторы определяются сначала на 
С\У/-комплексах. 

Можно смело утверждать, что изучение и применение таких 
функторов представляет интерес для топологов. Чаще всего исполь- 
зуются функторы следующих трех типов. 

(+) Обычные, или классические, гомологии и когомологии. 

(it) Различные варианты К-теории. 

(444) Многочисленные варианты бордизмов и кобордизмов. 

Вероятно, стоит особо выделить также ковариантный функтор 
стабильных гомотопий. Можно сказать, впрочем, что он фигурирует 
в п. ({44) приведенного выше списка в облачении теории оснащен- 
ных бордизмов; но специалисты по гомотопической топологии счита- 
ют его более элементарным и особенно важным для своего предмета. 


Стабильные гомотопические группы комплекса Х можно определить 


формулой | 
a(x) ={5",Х} = т, [$ 


ми. 


co X|= 
=[z"s',£°X]_ 


Вообще можно определить гомотопические группы спектра X (xoro- 
рые автоматически будут стабильны) формулой 


® (x) = Pe 5° У 


Оказывается, что эти функторы удовлетворяют аксиомам теории го- 
мологий. Соответствующий контравариантный функтор - теория ста- 
бильных когомотопических групп. Этот функтор играет в стабильной 
гомотопической топологии совершенно особенную роль: формально 


at 


говоря, он является инициальным объектом в категории теорий 
подходящего вида; однако, говоря неформально, можно признать, 
что этот функтор содержит в себе значительную информацию, но в 
то же время чрезвычайно неудобен для вычисления. 


$ 1.6, Соотношения между спектрами 
и обобщенными теориями когомологий 


Теперь я приступаю к выяснению связей iad некоторыми из. 
введенных мной понятий. 

Предположим для начала, что нам дана некоторая теория ко- 
гомологий №“. Перечислим ее непременные атрибутн. 

(4) Каждому пространству Х с отмеченной точкой 3, и 
каждому целому М, наша теория ставит в соответствие (приведен- 
ную) группу когомологий ХХ (Здесь слово "пространство" 
означает С/\У/“-комплекс.) — 


(it) Каждому отображению {: ‚+ x, ma она относит инду- 
цированный гомоморфизм 


4: R(X) — RY): 


(444) Каждому пространству Х с отмеченной точкой 2 
она ставит в соответствие изоморфизм 


6: kx) ee BEX). 


on % 

Эти & ( ), {и 6 обладают свойствами, которые легко 
вывести, если угодно, из аксиом Эйленберга - Стинрода и аксио- 
MH аддитивности Милнора. ти. аксиоматику теории когомо- 
логий можно построить в терминах ®^( ), {* и 6, приняв их 
обычные свойства за аксиомы, Мы не будем останавливаться на 
точной бормулировке-этих свойств; отметим только, что они по- 
зволяют воспользоваться теоремой Брауна о представимости [48, 
49], Эта теорема утверждает, что контравариантные функторы 
из С\У/-комплексов в категорию множеств, которые удовлетворяют 
некоторым условиям, имеют вид A . 

Если вы позволите мне немного некорректное упрощение, ко- 
торое я исправлю позднее, я скажу, что существуют C W-xomnzer- 
cu У, и взаимно однозначные соответствия 


&“(Х) +> [Х,У.], 


заданные для СУ/-комплексов Х и естественные относительно be 
Но тогда получается следующее составное взаимно однозначное 


0 
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соответствие: ” 


[Xx , A ] [X, Te 1 ] 
| я 
:. ат 
= 
&”(X) REX) 


Это возможно только при наличии слабой гомотопической эквива- 
лентности 


о eae Ov. 

Таким образом, любая обобщенная теория когомологий приводит к 
Ge-cnextpy. При этом можно добиться того, чтобы этот зоол 
лежал в хорошей категории спектров. 

Некорректность состоит в игнорировании того "оботоятехьст- 
ва, что теорема Брауна применима только к связным комплексам Х. 
С ней можно справиться ценой небольшого усложнения рассуждений; 
подробности см. в [9 ‚ с. ТЗТ-ТЗ4. 


В качестве примера приведенной выше общей конструкции 
рассмотрим случай, когда &* есть обычная теория когомологий 
с коэффициентами в группе W, 


&"(X) = Н"(Х;®). 
Тогда 


— ~ 

R(X) =H"(X;<) = [X,Y,], 
где от. — комплекс Эйленберга - Маклейна типа (W iv, rv). Coor— 
peTorsypign &2-cnexrpoM является спектр Эйленберга — Маклейна 
группы &. 

Аналогично, принимая за &* комплексную К-теорию, по- 
лучим Ge-cnexrp, четными членами которого являются простран- 
ства 1х ВТ, а нечетными членами - пространства \). Похо- 
жее утверждение верно для вещественной К-теории и RROCEDAHOTE 
Z~x BO. 

Все эти конструкции обратимы. В знаменитой статье [155]. 
Уайтхел показал, что любой спектр определяет теорию гомологий 
и теорию когомологий. При этом оказывается, что спектр Тома 
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МО, хотя и не является G2-cnexrpom, определяет вещественные 
неориентированные бордизмы и кобордизмы; спектр Тома MS 
определяет вещественные в, ориентированные бордизмы и кобордизмы; 
сферический спектр LS определяет стабильные гомотопии и 
когомотопии и Т.Д. 


Вот хорошее определение  Ё-когомологий, пригодное для 
_ произвольного CW-xomnsexca X: 


E"(X) =[E°X,£] | 


Конечно, это определение немедленно обобщается и дает Ё-кого- 
мологии спектров: если Х - спектр, то по определению 


Е” СХ) = [Х,Е]_. 


Недолго думая, можно было бн определить Е-гомологии при по- 
мощи двойственности Александера; а именно попнтаемся положить 
для конечного комплекса 


Е 0-Е о 


‘rye комплекс Y двойствен Х в 5 в смысле Спеньера — Уайтхе- 
да. Однако стоит привести это определение к такому виду, в ко- 
тором оно могло бы быть обобщено. Одно из таких определений, 
пригодное для произвольного СУ/-комплекса Х,таково: 


E(x) = lim ©, (E,4X). 


Приведенное произведение WAX определяется равенством 


WaX = ие * 


где W, и Х, - отмеченные точки в Wu Х. 


K иентов когомологической тео м 
когомологиями _точки, т.е. когомологиями 
поэтому для Е-когомологий группами коэффициентов Вы 
группы 


&"(s°) = 85°) = [55°] = (Е), 


гомотопические группы спектра Е.(Для гомологий дело обстоит 
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аналогично.) Это равенство можно рассматривать как условие, ко- 
торому должен удовлетворять спектр Е, представляющий данную 
теорию когомологий aR, 

По-видимому, самое время предостеречь читателя. Группы 
коэффициентов &^(5°) обобщенной теории когомологий могут 
быть ненулевыми для многих значений =f, как положительных, 
так и отрицательных; например, в случае К-теории эти группы 
равны Z для всех четных м,- положительных, отрицательных 
или равных нулю. Поэтому так же обстоит дело и с гомотопи- 
ческими группами соответствующего представляющего спектра. 

В частности, если мы захотим применить теорему Гуревича, возни- 
кает затруднение: для спектра Х не всегда существует такая 
размерность ©, что ®,(Х)=Опри t<d. Если ob, для которо- 
ro %, (X) = 0 при i<d, существует, то спектр Х  назнвает- 
ся ограниченным снизу. Некоторые авторы называют спектр Х 
связным, если он ограничен размерностью Ad = 0, т.е. (X) = 0 
при + <Q, 

Итак, мы обнаружили, что по любой теории когомологий 
можно построить некоторый спектр, а по заждому спектру можно 
построить теорию когомологий. Чтобы убедиться в том, что об- 
ласти спектров и теорий когомологий, по существу. эквивалентны, 

нужно проверить, что приведенные конструкции, по существу, взаимно 
обратны. 

Если мы начнем с некоторой теории когомологий, построим 
представляющий спектр, а затем рассмотрим соответствующую этому - 
спектру теорию когомологий, то мы, с точностью до изоморфизма, 
вернемся к исходной теории когомологий. 

Обратно, построим по данному спектру № соответствующую 
теорию когомологий E* ‚ а затем представляющий эту теорию 
52-спектр Ё. Тогда гомотопические группы спектров, Ех 
совпадают (они равны группам коэффициентов теории ЕЁ”). Можно 
показать, Что в действительности спектры ЕЁ и | эквивалентны. 

(Можно возразить, что данное рассуждение неполно, так как 
оно сосредоточено на объектах и ничего не говорит о морфизмах; 
"следовало бы” показать, что обе конструкции функториальны. Од- 
нако это привело бы к таким вопросам, которых мне бы не хоте- 
лось касаться, так что лучше перейти к другой теме.) 


§ 1.7, Соотношения между спектрами 
и бесконечнократными пространствами петель 


Продолжим выяснение взаимосвязей между некоторыми из вве- 
денных понятий, 


4-3 = 
25 


Мы только что убедились, что произвольный спектр. можно 
заменить эквивалентным ему С2-спектром |". В действительности 
ничто не мешает прямо построить F по ЕЁ: достаточно положить 

fF = lim QE 
nv? oo 
Но мы предпочитаем воспользоваться конструкцией, приведенной в 
конце $ 1.6, и определить GE как нулевой член EK представ- 
ляющего теорию Ё” Se-cnexrpa.. Возникает составное взаимно 
однозначное соответствие: - | 


[Х, 92 Е] 


пт ° 


[X, F, ]J 
{= 


ео = 0 
[7х EB) = ЕО 
Таким образом, Go есть функтор из категории спектров в кате- 
горию пространств, сопряженный функтору ие — категории про- 
странств в категорию спектров. Значениями функтора 58 — являются 
бесконечнократные пространства петель. — | 

Некоторые авторы используют символ 52” для другого объек- 
та. Однако они вряд ли не согласятся с тем, что полезно иметь 
два сопряженных функтора - из категории пространств в категорию 
спектров и из категории спектров в категорию пространств, Эти 
функторы я и предлагаю обозначать через 51 и 52”. В свою оче- 
редь я согласен с тем, что мой функтор 98” можно разложить в 
композицию двух функторов:(%) функтора, относящего спектру № 
эквивалентный б2-спектр F, и (it) функтора перехода от 60- 
спектра Е к пространству К о: Для наших теперешних целей важ- 
нее шаг (14), переход от спектров к пространствам. Что касается 
функтора (1), я бы предпочел оставить его в подходящем для него 
месте - в "черном ящике". 

Все же кажется, что сказанного недостаточно, чтобы устано- 
вить сколь-нибудь тесную связь между спектрами и бесконечно- = 
кратными пространствами петель: ведь применение функтораб может 
быть сопряжено с потерей информации. 

Когда какой-нибудь автор говорит: "Х есть бесконечно- 
кратное пространство петель", он обычно подразумевает, что им 
построен некоторый определенный Ge-cnextp Х с нулевым чле- 
ном X. При этом читатель может ощутить потребность в допол- 

_ нительной информации об этом 90-спектре; о каком из многих 
неэквивалентных ©2-спектров с данным нулевым членом толкует 
автор? И будьте уверены, вы найдете больше смысла в его доказа- 
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тельстве, чем в его формулировке. Или же автор говорит: "Такой- 


то функтор R° является нулевым членом обобщенной теории кого- 
мологий"; должно бнть, он построил такую теорию когомологий, нс 
как нам узнать — какую? Или еще иной автор говорит: "Простран- 
ства Х и\ являются бесконечнократными пространствами петель, 
HO мне неизвестно, является ли такое-то отображение #: ) nam @ 
бесконечнократным петлевым отображением". OH подразумевает, что 
им построены спектры Х и Y, причем Х =52 Ku Y=G2 Y,no неиз- 
вестно, существует ли такое отображение {:Х>У одного из этих 
спектров в другой, что ¢ = 42”{. Как нам помочь ему, если 
мы не можем описать в удобных терминах эти спектры Х и У? 

Чтобы в какой-то мере исправить положение, можно попытаться 
сделать функтор 58° более информативным. Пусть, например, Х 
есть С0-спектр; тогда пространство SeX, (будучи пространст- 
вом петель) является Н-пространством, и* гомотопическая экви- 
валентность р. =» С2Х переносит эту Н-структуру на Deas 
(Например, в случае комплексной К-теории Н-структура на ZB 
отвечает суммированию векторных расслоений по Уитни; аналогично 
обстоит дело с вещественной К-теорией и пространством 
Z * BO.) Таким образом, можно считать, что функтор 92° прини- 
мает значения в категории Н-пространотв, а не в категории 
пространств... Теперь функтор ce теряет меньше информации. Но. 
это лишь первый шаг в правильном направлении. Обычно 69° опре- 
деляется как функтор, принимающий значения в категории про- 
странств со столь богатыми дополнительными структурами, что при 
его применении вообще не происходит никакой потери информации. 
(Набросок этой процедуры я приведу в гл. 2.) В этом смысле 
изучение бесконечнократных пространств петель, по существу, эк- 
вивалентно изучению спектров. 

С этой точки зрения может показаться пелом вкуса и удобст- 
ва, говорить ли о свойствах и инвариантах, относящихся к спектру 

или к пространству 52 Х.Я имею в виду в первую оче- 
редь инварианты пространства te X, отражающие бесконечно- 
кратную петлевую структуру, такие, например, как гомологически. 
операции Кудо и Араки ["7, 78] и Дайера и Лашофа [55] или как 
трансфер, который мы рассмотрим в гл. 4. Здесь же я просто хочу 
Подчеркнуть, что полезно сочетать оба подхода. 

Предположим, например, что задано отображение 1: K~yY 
одного связного спектра в другой и нам нужно доказать эпиморф- 
ность индуцированного отображения гомотопических групи #,: 
We „СХ ры „(УЛ для этого вполне достаточно проверить соответ- 
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ствующее рн для гомоморфизма — 
(5274): п, (<2°Х) + a (62° У). 


Вполне возможно, что нам удастся найти такое отображение у: 
So xk + 2” Y, которое может и не быть бесконечнократным 


петлевым отображением, но для которого 


(524) = {: O° Y — oy. 
Этого вполне достаточно. Причем описанная ситуация не является 
искусственной, например, именно таково положение дел в случае 
теоремы Кана — Придди [74]. Подробности, связанные с теоремой 
Кана — Придци, приведены в $ 4.1, а последнее замечание коммен- 
тируется в [8]. Поэтому можно извлечь выгоду из соединения, 
казалось бы, несовместимого — нестабильной и стабильной теорий 
гомотопий - и рассмотрения одной и той же задачи с разных по- 
зиций. Другими словами, если мы хотим получить что-либо инте- 
ресное, мы должны двигаться по пути, указываемому геометрией. 


1.8. 0630 имеров 


В заключение я приведу грубую классификацию известных к 


настоящему времени бесконечнократных пространств петель по 
трем основным типам. 

Конечно, эти три типа перекрываются, и взаимосвязи между 
ними будут исследоваться в заключительных главах. Но все же 
можно сказать, что известные сейчас бесконечнократные простран- 
‘ства петель принадлежат следующим трем группам. 

(1) Пространства, которые строятся по способу, описанному 
в $ 1.6, по обобщенным теориям когомологий, таким, как обычные 

_когомологии, К-теория, кобордизмы и их различные варианты. 

(44) Пространства, которые можно построить методами стабиль- 
ной теории гомотопий с помощью различных конструкций над спект- 
рами и функтора 92”. 

(444) Пространства, которые можно построить, используя спе- 
циальный аппарат, рассматриваемый в гл. 2. 

Описанная в гл. 2 процедура обычно приводит к связному 
спектру №; поэтому, если в приводимых ниже описаниях не ука- 
заны группы коэффициентов ®,(Ё)при и, < 0, не нужно этому 
удивляться: подразумевается, что эти группы тривиальны. 
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Источником наиболее интересных примеров служат ‘следующие 
три подтипа типа (44%). 
(4440) Пространства, отражающие геометрию многообразий. 


(144.5) Boer связанные с группами единиц в кольцах 
когомологий. 


(444) а связанные с алгебраической К-теорией. 

Начнем с ($440). При изучении кусочно-линейных и топологи- 
ческих многообразий необходимо построить адекватную теорию рас- 
слоений. Стабильнне теории таких расслоений оказываются пред- 
ставимыми функторами с представляющими пространствами BPL 
и ВТор. Доказательство существования пространства BPL обычно 
приписывается Милнору [105], но более доступным источником яв- 
ляется статья [| Сато |. Существование ВТор неявно подразумевается 
В [708 ]. Можно также ввести пространство, ‘обозначаемое в раз- 
ных местах через ВЕ, BG или ВН. Это - классифицирующее 
‘пространство icsudseanal) чисто гомотопической теории расслое- 
ний, которая изучает классы послойно гомотопически эквивалент- 
ных расслоений со слоями, гомотопически эквивалентными сферам 
[104]. Соответствующие "группы" PL, Top и Ё в некотором 
смысле существуют. То же самое можно сказать о “факторпростран- 
`ствах", таких, как F/PL иРГ/О, uo сейчас нет необходимос- 
ти вникать в детали. | 

`Непосредственным следствием сказанного является TO, что 
BPL, ВТор и ВЕ - бесконечнократные пространства петель 
Этот результат анонсировали Hopman и Фогт в [39]; полное до- 
казательство было приведено в [40], однако там авторы пред- 
почли не касаться случая BPL (см. |40], с. 216-217). Случай 
RPL разобран в работе [99]. Далее, утверждение о том, 
что эти пространства являются бесконечнократными пространствами 
петель, нуждается в усилении, например Н-структура на каждом 
из пространств BPL, ВТор и ВЕ соответствует суммированию 
по Уитни "расслоений". После этого можно сказать, что PL- 
К-группа К с(®) является нулевым членом теории когомологий; 
то же самое у Se для Ко (Х)и К por Стоило бы уси- 
лить эту теорему, включив в нее ЕЩЕ о таких факторпрост- 
ранствах, кк ЁК/РЁ; и наконец, стоило бы показать, что не- 
которые отображения, такие, например, как каноническое отобра- 
жение BPL — ВТор ‚ являются бесконечнократными петлевыми 
отображениями, т.е. принадлежат образу функтора 92? (см.$ Sy 2 

Подобные замечания приложимы и к "специальным" аналогам 


БЕ. BTop и OF "груп" PL, Top и Г.Ю можно 
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пойти и ewe дальше. Пусть имеется обобщенная теория когомологий 
&* и (скажем) векторное расслоение ©, над Х с тоталь- 
ным пространством E, и пусть Ё, - дополнение нулевого 


сечения. Ориентацией расслоения & над Ж, мы называем 
элемент 


wek'(E,E,), 
отраничение которого на любой слой Е в Ё 
“ие (F г) 


является образующей. Конечно, нужно еще пояснить, что значит 
"образующая", и наложить некоторые условия на теорию = %”. 
Допустим, что это сделано. Тогда получается теория расслоений, 
в которой рассматриваются векториые расслоения, заданные вместе 
с ориентацией над *. Аналогично можно действовать и в случае 
расслоений, более общих, чем векторные. Из таких ориентирован- 
ных расслоений мы строим К-группу. Хотелось бы сформулировать 
и доказать теорему, что эта группа является нулевым членом не- 
ey теории когомологий, как это происходит в случае К PL. 


и . Все это сделано в работе [99]. 
ees ориентация является исходным пунктом многих Ko~ 

томологических конструкций, следует ожидать, что эти К-группы 
будут естественными областями значений содержательных инвариан- 
тов. | | 

Теперь попробуем продвинуться в направлении (444.5). 
Многие преобразования, которые применяют при изучении геометрии — 
многообразий, переводят сложение в умножение. Рассмотрим, напри- 
мер, полный класс Чженя С(&). Этот класс определен, если & 
есть U(n)—paccnoenwe над некоторым пространством  %, а так- 
же если & есть элемент группы K(X) причем 


с (51) = c(&)-c(n). 

Если МЫ ХОТИМ построить группу, в которой лежат значения функ- 
ции С, естественно обратиться к множеству формальных рядов 
4+5. + а, 

НХ), 
где X oy © (X), и превратить его в группу, 4(Х.), исполь- 


зуя перемножение формальных рядов. Тогда полный класс Чженя 
опрецеляет групповой гомоморфизм 


сис: 


Сигал показал в работе [128], что эта группа G(X) является 
нулевым членом некоторой обобщенной теории когомологий. В дей- 
ствительности Сигалом получен более общий результат. Он рассмат. 
ривает формальные ряды 
+ 
{+x,+x,+ H,+..., 


где . 
t 
х.еН(Х;А,;), 
HO все же ограничивается обычными когомологиями. 
Однако можно поставить аналогичную задачу в более общей 
ситуации. Предположим, что задана обобщенная теория котомологий | 
‚ в которой определены \-/-произведения. Такие произведения 
определены, например, в К-теории‘и в теории кобордизмов. | 
Тогда можно образовать АА группу G(X) сумм ви- 
Biz) 


Be nek (X). 


Возникает вопрос: будет ли эта группа нулевым членом теории 
когомологий? | 

Например, стабильные когомотопические группы составляют 
обобщенную теорию когомологий с „произведениями (соответствую- 
щую сферическому спектру 25°); этой теории соответ- 
ствует мультипликативная теория Ко. 

В общем случае нет особых оснований надеяться на то, что 
группа G(X) является нулевым членом теории когомологий. Напро- 
тив, Штейнер [143] показал, что уже комплексная К -теопия as 
коэффициентами в Lp служит контриримером к этой гипотезе. Поэ- 
тому ‹/„-умножение а предполагать достаточно хорошим. Напри-- 
мер, возьмем в качестве &* вещественную К -теорию КО. Тогда 
как множество (7(Х.) представляется подпространством 


1х ВО = Zx ВО. | 
Однако, чтобы представить G(X) Kar группу, приходится ввести 


в ВО нестандартную Н-структуру. А именно, структурное 
отображение 


и: BOx ВО `— ВО 


нужно определить при помощь тензорного перемножения виртуальных 
расслоений виртуальной размерности Т. (Виртуальным расслоением 
называется формальная разность &-1 двух настоящих ты 
ah п.) Это Н-пространство мы обозначим через BO, 


ЗТ 


аналогично определим BU, . Известно, что эти  Н-простран- 
ства ВО» и ВО, <aeavron, бесконечнократными пространствами 
петель [127]. Общий результат, охватывающий произвольные теории 
с достаточно хорошим умножением, приведен в [99]. 

Все рассмотрения, связанные с ($4%С) (спектры алгебра-. 
ической К-теории), откладываются до $2.6 и 3.2. 

Это, по существу, завершает введение. Цель теории бесконеч- 
нократных пространств петель - снабдить топологов необходимой 
им информацией о бесконечнократных пространствах петель, или, 
что то же самое, о спектрах, или, что то же самое, об обобщенных 
теориях когомологий, причем особое внимание уделяется тем бес- 
конечнократным пространствам петель, которые возникают на прак- 
тике и нужны в приложениях, особенно в приложениях к теории 
многообразий. Пять глав нам придется потратить на знакомство с 
основными средствами нашей теории, и только в короткой заключи- 
тельной седьмой главе мы вернемся к ее предмету и расскажем о 
ее относительных достижениях, 


{L0G 


Глава 2 
МАШИНЕРИЯ 


$2.Т. Введение 


Целью этой главы является более подробное обсуждение 
проекта, в общих чертах обрисованного в § 1.7: построить кате- 
торию пространств, снабженных дополнительной структурой, дос- 
таточно богатой для того, чтобы функтор G2” устанавливал 
эквивалентность категории спектров с этой новой категорией 
структуризованных пространств. Для реализации этой программы 
необходимо изрядное количество определений, теорем и ‚доказа- 
тельств, которые потребуют известных интеллектуальных усилий 
и могут устрашить тех, кто впервые со всем этим сталкивается; 
впрочем, многие читатели, возможно, вспомнят, как они испытыва- 
ли аналогичные чувства в отношении спектральных последователь- 
ностей, теории пучков или каких-нибудь пругих подобных вещей, 
которые в настоящее время являются их любимым инструментом; 


‚так что скажем еще спасибо, что мы не занимаемся алгебраичес- 


КОЙ геометрией. Топологи обычно говорят об этом аппарате как о 
"машинерии". 

B § 2.2 и 2.3 я попытаюсь обосновать целесообразность под- 
хода, используемого нами в обращении с этими структуризованны- 
ми пространствами, и это послужит достаточной мотивировкой на- 
ших определений. В $ 2.3 я постепенно переключу внимание с 
определений на теоремы, а в $ 2,4 мы обратимся к методам дока- 
зательств, но в § 2.5 и 2.6, нам придется вернуться к описанию 
машинерии. В $ 2.7 я дополню замечания O06  "аддитивных струк- 
турах", сделанные в § 2,2 - 2.6, замечанием, что стоит рассмат- 


`ривать также "мультипликативные структуры". 


5-1 33 
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2.2. Пространства петель и -прост ства 


в смысле Стащефа 


В этом параграфе мы займемся вопросом о том,как специалисты 
по тесрии гомотопий могут определить, эквивалентно ли некоторое 
пространство Х пространству петель $2 У. 

Прежде всего такое пространство ХХ. должно быть Н- 
пространством. Однако структура пространства петель богаче, чем 
просто H-crpyxrypa. Это видно хотя бы из TOTO, что простран- 
ство петель эквивалентно топологическому моноиду, или полугруп- 
пе, т.е.  МН-пространству, в котором умножение строго ассо- 
циативно и единица является строгой единицей. Для доказатель- 
ства этого факта мы воспользуемся агрегатом, носящим название 

‘петель Mypa . Чтобы построить пространство $8 9 петель Мура 


на ‚ рассматривают отображения he: 
©: [0, t|, 0O,t — ng Чо, Yo (t20). 


Такое отображение называют петлей длины. t. Разумеется, если 

+ =0, то отображение G) постоянно. Имеется очевидное вло- 

жение множества S2’Y в пространство 52% х [0, оо), где 

[0, со) - полупрямя 0 S$ <°9, и мы наделяем G2’ ин- 
дуцированной топологией. При этом ясно, что G2Y и G2’ У ro- 

мотопически эквивалентны. Пространство 99 обладает очевид- 
ным умножением, при котором произведение петель длин № и 3. 
есть петля длины 70 + 33 по отношению к этому умножению $8”У 
является моноидом, эквивалентным GOY как Н-пространство. 

Полученное необходимое условие, по существу, является дос- 
таточным: любой топологический моноид X, у которого 7, (X) 
есть группа, эквивалентен пространству петель. Доказательства 
мы здесь не приводим, так как оно в настоящий момент не пред- 
ставляет для нас интереса. 

С точки зрения гомотопического тополога ‘рассмотрение ум- 
ножения ДА: XxX -~X. для которого отмеченная точка является 
строгой единицей, вполне осмысленно: любое умножение можно про- 
деформировать в такое, воспользовавшись теоремой о продолжении 
гомотопии. Но к сожалению, условие строгой ассоциативности 


(xy) я = x (Yz) 


7168 


покажется ему весьма неудобным. OH предпочел бы иметь дело с 
условием гомотопической ассоциативности 


№ (м xd) = хм), 
HO этого условия нам недостаточно, и вот почему. 
Предположим, что заданы пространство , Х, умножение м: 


X* = KxX —Х и такая гомотопия = ХХ —Х, что 


| В = и(рх1), в =м (хм). 
Обозначив (KX, у) через ху, эти-равенства можно пере- 
писать в виде. 
4, (x, у, 2) = (ху), fy (x, и, *) = (Ye). 


Рассмотрим теперь отображения A KS Операция умножения поз- 
воляет определить пять таких отображений: они переводят точку 
(w, x, у, #) в составные произведения, изображенные на следую-- 
щей диаграмме: 


oa 
.* 2s 
° e 
e ` 
. ° 
° . 
° e 
.* ee 
e* s 


(wx) у.) = | ur(x( yz) 
| (икру СР ит) 


Пунктирные линии на этой диаграмме представляют собой пять го- 
мотопий, естественно возникающих между этими пятью отображения- 
ми: 

A, (р) $44 ки) 


м (№, ^4) M(Lxh, ) 
А, Ча) 


Вместе эти пять гомотопий составляют отображение 


5х Х* — > © 


Можно спросить, продолжается ли это отображение, скажем, до 
отображения | 


Н: Е*хХ* — Х. 


5-2 


Оказывается, что иногда продолжается, а иногда — нет. Предпо- 
ее. например, что. Х есть строгий топологический моноид 
— умножение в нем; в этом случае можно положить 
hy, (x, и, #) = = Ху (независимо от +), и наше отображение В 

mation, существует — МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 


Н(е, w, х, ¥, 2) = хуя 


( независимо от € & Ё : ). Ho в общем случае такого Н вю 
существует. 

Мы рассматриваем существование Н коек вторичное гомо- 
топическое условие. Если отображение Н oymeotpyers TO мож- 
HO аналогичным образом рассмотреть отображения о я И 
сформулировать третичное гомотопическое условие. И так далее, 

Конечно, необходимо уточнить смысл слов "и так далее". В 
объяснении этого я буду в основном следовать работе Сташефа 
[139 |.(Эта работа Сташефа удобна для моих целей, но из чувства 
исторической справедливости надо воздать должное более ранней 
работе Сугавары [144].) 

(4) Сташеф построил последовательность К, >В, 
пространств параметров, где Ве. есть клетка Bc явно 
указанным подразделением. траницн; в частности, К 2 есть TOU 
ка, К ‚ - единичный отрезок I, а Аа - диск Е“ с гра- 
ницей;, подразделенной как пятиугольник. | 

(it) Он, делее, определил А„-пространство как простран- 
ство Х с заданным семейством отображений 


И Хх“ — Xx. 


25 °LS MN, уловлетворяющих подходящим условиям. Например, 

А. -пространство есть пространство Х с отображением М 
X xX —> xX, A, —пространство есть пространство Х с отоб- 
ражением M.: XxX >Xy заданной гомотопией М $ между _ 
М „(М КИМ, ({xM, ) ит.д. 

© AA) Более а определение дается индуктивно. Пусть 
Хх есть A, ное так что заданы отображения 
М, ‚М у...) Через, эти отображения Сташеф определя- 
ет ‘отображение Е" )хХ”—Х. ю определеню X яв- 
ляется A,, -пространством, если существует отображение 


"= 
. , — д} 
ых xX ve 
продолжающее это отображение, заданное на (OK, )x XK 
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При 24 отображения ММ называются BHCHIMMA TOMOTO— 
ПИЯМИ, 

(tv) Пространство - Х называется A. -пространством, 
если при всех М, 22 заданы отображения м. наделяющие Х. 
структурой А „-пространства для каждого  И,. 

(17) Понятие A, -пространства представляет собой адек- 
ватную (и подходящую для теории гомотопий) замену понятия прост- 
‚ ранства со строго ассоциативным умножением. | 

Строго говоря, я упростил изложение, сосредоточившись на 
условии ассоциативности и игнорируя тот факт, что отмеченная © 
точка должна быть единицей; однако в определении A, -прост- 
ранства, фактически данном Сташебом, присутствует требование, 
чтобн отмеченная точка была ES в некотором подходящем 
смысле. 

Все это должно привести к следующему результату:  простран- 
ство X тогда и только тогда эквивалентно пространству петель 
62%, котла XK есть А. -пространство, а т, (Х)-груп- 
па. Эта теорема неявно содержится в [139], правда, там столь xe 
неявно предполагается, что Х связно; это замечание относит- 
ся и к более ранним работам, используемым в [35], например. 

K [54]. 

‚Опять-таки, строго говоря, нам требуется результат сле- 
дующего вида: функтор Se задает эквивалентность между кате- 
горией (связных пунктированных) клеточных пространств Y и 
‘подходящим образом определенной категорией Ох с A. 
структурой. 

Я намечу путь, следуя по которому можно ‘доказывать такие 
теоремы. Из теории расслоений хорошо известно, что по любой 
толологической группе С можно построить "универсальное 
расслоение". 


& — EG — BG 


со слоем (С, тотальным пространством EG и базой BG 
В зависимости от ваших предположений и вашей конструкции про- 
странство EG будет либо стягиваемо, либо по крайней мере 
слабо гомотопически эквивалентно точке. Здесь удобно ссылаться 
на [71], особенно с. 80-88. — Хорошо известно также, что 
расслоение 


Ce Ee rr 
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очень напоминает описанное в гл. Т расслоение 
ре. 


(Конечно, буква Ев двух этих случаях обозначает разные 
вещи: в первом случае это есть функтор слоя G, а Bo втором 
другой функтор базы Х; обычно контекст позволяет избежать 
путаницы.) Было бы желательно, чтобы функтор В (“ классифи- 
цирующее пространство") был в каком-нибудь смысле обратен функ- 
тору. $2 ("пространство петель"). Для этого необходимо, конеч- 
но, уметь определять классифицирующие пространства и универсаль- 
ные расслоения для пространств G, не столь хороших, как то- 
пологические группы. В случае когда С есть моноид, это 
сделано в [103] и [142]; см. также более позднюю работу [94]. 
С течением времени ограничений на Cr становилось все меньше 
и меньше, хотя "универсальное расслоение" становилось расслое- 
нием во все более и более слабом смысле. В конце концов "уни- 
версальное расслоение" и "классифицирующее пространство" были 
определены для случая, когла (т является лишь А. „-прост- 
ранством. Именно это и сделано в работах Crameda и Сугавары. 
Если (С есть толькю A, -пространство, то можно опре- 
делить часть "классифицирующего пространства", что также пред- 
ставляет определенный интерес. Например, положив Сг = ©” (с 
обычной структурой топологической группы) и рассматривая st 
как А „„-пространство, мы получим на этом пути расслоение 
5—5“ 2. cp™ 


и, используя “9 как приклеивающее отображение, получим 


с ела CP” 


$ 2.3. М-кратные_и бесконечнократные пространства петель; 
Е„- и Е „-пространства 


В этом параграфе мы рассмотрим естественное продолжение 
конструкций предыдущего параграфа, относящееся к итерированным 
пространствам петель So~ b cn22, 

После $ 2.2 более или менее ясно, что, действуя B духе рабо- 
ты Сташефа, можно выписать условия, при которых Н-простран- 
ство является двукратным пространством петель. Если Х ~ G2 hig 
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то, конечно, умножение в XK гомотопически коммутативно, т.е. 
м = мс: ве par i rie T(x, 4) = (Y, 2). 
Однако, этого условия самого по себе, конечно, недостаточно; мы 
хотим получить бесконечное семейство высших гомотопий, аналогич- 
ное семейству отображений М. построенному Станефом. Пред- 
полагая, что Х “523, или Х “S2*Y, мы приходим к новым се- 
мействам высших гомотопий. Более того, эти высшие гомотопии ос- 
‘мысленны и полезны, ибо некоторые из них появляются при построе- 
нии гомологических операций в Не ¥; Z/P) по Куло и Араки 
LOT, 78], Браудеру [47 | и Дайеру и Лашофу [55 ‚ а эти гомологи- 
ческие операции, несомненно, доставляют разумную информацию, от- 
ражающую существенные свойства И,-кратной петлевой структуры. 
Мы сталкиваемся, однако, с той трудностью, что для явного 

описания пространств К „ Надо проделать мното неприятной 
работы; поэтому для дальнейшего продвижения хорошо бы научиться 
обходиться без этого явного описания, заменив его некоторой "ма- 
шиной", которая строила бы их для нас, подобно тому, как метод 
ацикличных моделей в обычных гомологиях позволяет нам обходиться 
без выписывания явных формул для WV $ -Умножений. Все "машины" 
этой главы представляют собой приспособления для автоматического 
построения бесконечного количества высших гомотопий, и в этом = 
их основное назначение независимо от того, скрывают они это 

за своей благопристойной внешностью или нет. 

К сожалению, как я уже отмечал в $ 2.1, построение и ис- 
пользование этих " машин" - трудоемкое дело. По зтой причине 
настоящая глава написана скорее как очерк о пользе "‘машин" : 
она не рассчитана на то, что по ее прочтении читатель получит 
удостоверение " механика" . Однако я надеюсь, что она может 
создать у большинства читателей общее представление о том, что 
происходит, а также послужит предпосылкой для изучения более 
технических работ. на которые я буду ссылаться. 

Прежде всего мы нуждаемся в создании экологической ниши 
для расселения (OL) полиэдров. К. Сташефа и ($) некоторых 
других аналогично устроенных полиэдров. Я начну с определения 
топологического ПРОПа, или категории операторов в смысле Рорд- 
мана и Фогта [39, 40]; это понятие напоминает понятие операдн 
в смысле Мэя [92], и лозже я скажу, в чем состоит разница между | 

Топологический MPO 5 состоит из пространств Р £3 


oO. 
индексированных парами целых чисел о, $ > 0. Лействием ПРОПа 
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Ha пространстве b а мы назовем семейство отображений 
4 % 
x — 
Om | Х x 


так что пространства ва. & MOXHO рассматривать как "прост- 
ранства параметров", аналогичные полиэдрам К va Сташефа, 
которые представляют собой пространства параметров ру ‚ по 
скольку они параметризуют отображения т, seh 
Например, Кудо и Араки [77, 78] работали с пространствами 

я наделенными структурными отображениями' 9: I pels ta 
так что у них использовались пространства параметров ий 
Janee, Jaiiep и Лашоф [55] работали с пространствами aS | ae 
деленными структурными отображениями (+ ai ee a Хх. где 
x eCTh ong aah группа отепени и} "У, есть 

п,-кратный джойн 2; * 2 ‚ так что они пользовались 
пространствами параме a у P 

_ Возвращаясь к нашей теорий Е пространство Х; 
если оно локально компактно или если мы используем компактно 
порожденные топологии, то можно с проотранотво 


(х® я 
= (Х”) 
и возникает отображение 
4 : 
H Pe a x°— x” 
значит, действие ПРО “Р на Х есть семейство непрерыв- 


ных отображений 


согласованных со всеми НН A 


А что это за структуры? Мы еще не сказали, какими структу- 
рами обладает J” . Во-первых, множества Ноа. ёобразуют катего-. 
рию: MH можем взять композицию отображений 


ве: 4 и 4 
AX XP AN XO XP 
и получить отображение 
he и 
В соответствии с этим MH потребуем, чтобы множества Ее g были 


множествами морфизмов meno rope категории; объектами этой Katero-- 
рии будут символы =X", © =0,1,2.3,.., или просто целые чис- 
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ла ("= 0, 1, 2, 3,..., и множества Гы 6 будут множествами мор- 
физмов объекта в объект @. Мы потребуем также, чтобы наша 
категория была топологической, т.е. чтобы отображения 


Pe Fe eee Fak 


были непрерывными. 
Во-вторых, по отображениям 


4: X*—x?* , д: Г Ke 

строится отображение 
| фха:Х i 
Поэтому MH потребуем, чтобы были заданы отображения (умножения) 


Г, вх Pod we 


Led 


art, 8+4 


со следующими свойствами. 

(4) Все эти отображения непрерывны. 

(i1) Для них имеет место строгая ассоциативность. 

(440) тождественное отображение в пространстве КР, является 
строгой единицей. 

(tv) Обозначим через 41, тождественное отображение в про- 
странстве Pua Тогда 


4% i, = 1 dak: 
(м) (фх q)(A x № = “hx gh, если обе части равенства 
имеют смысл. 
Так как умножение х есть функтор двух переменных, являю- 
щийся на объектах обычным сложением целых чисел, то мы имеем 
дело с категорией с произве ениями,, 


В-третьих, на пространстве действует симметрическая 
группа Laney . В действительности она действует на нем справа: 
задав вектор (5.,%,,.... ye X как отображение 


Х == id, A paps 
и перестановку как отображение 


{а = (В. а}, 


6-1 


мы видим, что композицию следует брать в таком порядке: 
Х-—- [4,2,..,0} = (4,2,..., a}; 


можно увидеть, что р действует на х справа, и нее внима- 
тельно посмотрев на формулу 


: Х из 


(о ры. 

Таким образом, отображение | 
pre p*: ens М 

является антигомоморфизмом (моноида в моноид). В соответствии 

с этим мы и чтобы для каждого OL был задан антигомо- 


морфизм 
одного моноида в другой. Эта структура должна быть связана с ум- 
ножением Х следующим образом: 
(©) Если Page wy 25 то . 
Ре. 
хее ae a <a очевидная перестановка, такая,Что эта 


рае опал вН ath, и+ф Baa любого Х. 
(it) Если feP og И ge ft? : 


fe 
pee gy 6, 

где р есть перестановка, очевидным образом возникающая при 

отображении X “xX. — ХХ ‘переставляющем сомножители Хи р < я 


е 5. - ‚аналогичная woo RORERRORME при отображении 
$ — Х*кх 


Некоторые авторы предпочитают использовать гомоморбизм | 
Dag ae 6: ? 
действующий по’ формуле 
р > (р: Е a ee oe 


различие между двумя подходами несущественно. 
В некоторых случаях работа с ПРОПами не требует использова- 


ния перестановок, и потому отображения © А as os о. BE обяза- 
тельно включать в структуру ПРОПа; таким образом, ames TCA два 
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_ пространством 


варианта определения ПРОПа: один - "с перестановками", а другой 


"без перестановок”. Согласно Маклейну [83 | ‚ с. 97, термин POT 
происходит от "категории с ПРОизведениями и Перестановками", 
поэтому ПРОП без перестановок должен был бы называться ПР. 

` Понятие операды, введенное Мэем [92 |, аналогично описанио- 
му выше понятию ПРОПа, за исключением того, что рассматриваются 
лишь пространства параметров ie 9,3 поэтому в операде операции 
“композиции” и "декартова умножения" не существуют сами по себе: 
из них лишь можно скомбинировать операцию | | 


{ (9. * $.> nae 9)» 


где ¢eP, „з 9. еР ‚.. Разумеется, у Мэя есть список аксиом 
для этой единственной операции. 

В действительности из сказанного видно, что операды во 
многих отношениях лучше, чем ПРОПы; например, последовательност 
пространств Cramefa К является операдой (без перестановок), 
но не является ПРОПом. Просто мне представляется более удобным 
сначала объяснить "композицию" и "декартово умножение" по от- 
дельности и лишь потом описывать комбинированную операцию 


их FX Fa): 


На самом деле разница между ПРОПами и операдами не так yx и 
страшна для нас. По данному ПРОПу можно построить операну, oc~ 
тавив пространства A $ И OTdpocus пространства г. es? o> 
По данной операде можно построить ПРОП, "свободно порожденный" — 


‘данной операдой; это означает, что, работая без перестановок, 
мы положим 


= x х...х 
a, аа va) Fa, т, На 


а при работе с перестановками надо заменить пространство . 
Р Ae Ng 5-х Не 


4, of 


Ei ея ха Xe hy, 


‚$ 


1 2 


где ;- 
== x 
G=f Pies 2. gi Mu. 8. 
Если мн перейдем от ПРОПа к операде, а от операды снова 
к ПРОПу описанными выше способами, TO мы получим, вообще гово- 
ря, ПРОП, отличный от исходного; таким образом, ПРОПов больше, 
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> 


чем onepax. Для наших целей, однако, хватит тех ПРОПов, которые 
эквивалентны операдам. | 

Необходимо также отметить, что в определение действия ПРОПа 
или операды на пространстве Х необходимо включить условия, ка- 
сающиеся поведения отмеченной точки. 

Моя следующая задача — убедить вас в TOM, что можно (и Ges 
большого труда) построить несколько олерад, которые способны 
действовать на некоторых важных пространствах. Я сделаю это, 
предъявив "операду И,-мерных кубиков”. Эта операда действует 
на любом ИП.-кратном простренстве петель, так что мы рассмотрим 
случай, когда Х =50”У. В этом олучае 
(VS",s,) 


4 
ИХ = (% 4) 


Мы построим пространство =P +’ ТОЧнами которого являются не- 
которые непрерывные отображения 


S",5, > VS", 55. 
Поскольку любое отображение 
р: ies tg: VS", 3, 
индуцирует отображение 
ах. 


наша операда автоматически будет действовать HA X = 1 Bh 
Используемые нами отображения 


ы wv 
р: 5 => VS 
выглядят следующим образом. 


Отождествим сберу 5” с I /dl “ | Наши отображения 
W fe tw 
пространства [“/9[ “постоянны (и их значение - отмеченная точка) 


[2] 
= 
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вне множества, являющегося объединением 4 неперекривающихся 
прямоугольных параллелепипедов, ребра которых параллельны осям 
координат (см. рисунок). На каждом из этих sal SN 
aa ar Be отображение (X,, X,,...,X ren ©, “Me, I 
+U,) на одно из Odarasuix ['/3r" 6 "os" 

мамы из г слагаемых букета a, один и ТОЛЬКО ОДИН 
раз; это означает, что оно т „образом ровно одного из вы- 
бранных параллелепипедов в [“/9Г 

На рисунке изображена ситуация АЯ Их = 2, $ = 3; предпо- 
лагается, что параллелепипед со значком "i" отображается на сла- 
гаемое номер I букета VS ‚ И аналогично обстоит дело с па- 
реллелепипедами со значками. a oe 

Пространство fee наделяется топологией как подпространство 
функционального о 


($ ,8) 
(у 5”. or : 


эквивалентным образом, можно сказать, что мы считаем отображе- 
ния близкими, если близки вершины соответствующих паралделепи- 
педов. 

Эта нехитрая операда = (м) называется опередой П,-мер- 

ных кубиков (или ПРОПом И/-мерных кубиков, если мы перейдем к 
ПРОПу). Идея ее построения принадлежит Бордману и Sorry [39]. 
Сразу видно, что эта операда вполне отвечает нашему геометриче- 
скому замыслу. Заметим еще, что действие Е групп 
re Ha И свободно. 

© ыы буи говорить, что пространство Х является Ё  -про- 
странством, если на нем задано действие операдны И,-меринх y= Ky- 
биков, иди, менее жестко, действие другой операды, эквивалентной 
этой и приспособленной для тех технических целей, которые мы 
преследуем в тот или иной момент. 

Теперь уже можно формулировать соответствующие результаты. 
Грубо говоря, первый из них показывает, что пространство Х яв- 


ляется Ии-кратным пространством петель тогда и только тогда, 
когда оно является Ё№„-пространством; однако нам потребуется 
более точная формулировка. 

ПРЕДТЕОРЕМА 2.3.1. (i) Функтор 52” можно реветь в функ- 


тор, определенный на категории пространств Y инимающий 
значения в категории таких Ё‚ -пространств x ‚ что т, 


является ой. 


(44) Имеется "обратный к. 52” * функтор В", ставящий B 
соответствие Ё „=пространству Х (и-{)-связное простран- | 
ство | " 


(iit) Имеется естественное преобразование 
м и. т 
Ве orm oe ti 
которое является эквивалентностью, ecm  (н-1)-связно. 
(417) Имеется естественное преобразование 


? wv wv 
Kit $2. BX, 
которое является эквивалентностью, если T, (X) есть группа. 


Если не предполагать, что ,(Х.) есть група, то связь 
между X ис2”В"Х делается сложнее, и ее описание мн приведем 
в 63.2. По существу, для этого достаточно рассмотреть случай 
И = Т. р 

Я должен объяснить слово "предтеорема", а то читатель Mo— 
жет подумать, что ово служит указанием на какие-то дефекты в до- 
казательстве; но я имею в виду другое. Это слово указывает на 
несовершенство не доказательств, принадлежащих другим, а форму- 
лировки, принадлежащей мне. Слово "предтеорема" у меня означает, 
что речь идет об утверждении, достаточном (как я надеюсь) для 
объяснения общего содержания и цели результата, но не отягощен- 
ном различными техническими деталями, которые обязательно долж- 
вы присутствовать, если вы хотите, чтобы утверждение стало тео- 
ремой. Слово "предтеорема" должно, как правило, стимулировать 
обращение читателя к первоначальным работам. Оно показывает 
также, что существует хотя бы один набор технических деталей, 
добавление которых превращает предтеорему в теорему, но обычно 
оно означает, что литература предлагает на выбор несколько та- 
ких теорем. В этом случае вы можете ознакомиться с предложением 
и посмотреть, какой из соревнующихся между собой авторов пред- 
лагает технические детали, более удобные для ваших целей. Или, 


если вы не можете максимизировать удобства, попытайтесь хотя бы 
минимизировать неудобства. 


_В случае предтеоремы 2.3.1 точные теоремы такого сорта можно 
найти в [38 | 26 8. a3 [92], с.273,369. Обсуждение методов до- 
казательств таких теорем мы отложим до следующего параграфа. 

Теперь мы хотим перейти к пределу при И, — со. Очевидно, 
что можно вложить операду Pn) И/-мерных кубиков в операду 
P(n+4) (+1) -мьрных кубиков: отображению GS” —>VS" мы ставим 
в соответствие его произведение с отображением, тождественным по 
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координате 2%, ,,. Определим ~ операду кубиков СЮ (о) как UFty 
т.е. как объединение всех ‚операд и,-мерных кубиков. Можно" так 
модифицировать функтор CO” из категории спектров в категорию 
пространств, что операда <(оо)будет действовать на лкбом про- 
странстве видаб?”\.это фактически та же модификация, после ко- 
торой в спектре возникал гомеоморфизм 


ИХ. 


(см. $ 1.4); за деталями читатель отсылается к работе Мэя [69]. 
Мы можем сказать теперь, что пространство Х. является Е -прост- 
ранством, если на нем задано действие операды (oo), или, менее 
жестко, действие другой операды, эквивалентной этой и приспособ- 
ленной для наших технических целей. | | 

Главное хорошее свойство этой операды P(co) состоит в следую- 
щем.Поскольку в операле (и) Ио мерних кубиков каждое пространство 
Р НА (^-2)-связно, в операде С’Э)каждое пространство я «е9стя- . 
ritpaemo. 

Бордман и Фогт назвалиХ Ё-пространством, если на x имеет- 
ся действие такого ПРОПа © (с перестановками), что пространст- 
ва Р › стягиваемы для всех Ф. Это понятие, по существу, совпадает 
с нашим понятием Ё -пространства. Дело в том, что стягиваемость 
пространств Fis гарантирует существование всех необходимых нам 
ВЫСШИХ ПИР Например, в wt 2 есть точка Де, которая вы- 
ступает как умножение в Х и превращает Х в Н-пространство. 
Пусть ® - нетривиальный элемент группы 5. ‚ действующий на и. 
обычной перестановкой: С(х, и) = (y,x), Torna ОЧКИ ди MT из Е, : 
можно соединить путем, и, значит, X есть гомотопически KOMMY— 
тативное Н-пространство. Далее, точки M(MxXd)a (хм) в 
Р ‚3 можно соединить путем, и, значит, Х есть гомотопически ас- 
сойиативное Н-пространотво. Точно так же устанавливается, что 
Х есть А „-пространство, и так далее. Для фиксированного [Vv 
некоторые из этих построений можно провести в рамках операдн (и) 
иИ,-мерных кубиков, а некоторые — нельзя. Первоначально Бордман и 
Фогт использовали для Ё-пространств термин "гомотопически кя- 
кие-угодно Н-пространства" (homotopy everything H-spaces )s 
однако впоследствии они отказались от него по причинам, на кото- 
рых MH не будем останавливаться. | 


Следующее утверждение аналогично предтеореме 2.3.1. Грубо 
говоря, оно показывает, что пространство Х является бесконечно- 
кратным пространством петель тогда и только тогда, когда оно 
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является Е, „-пространством, но нам нужна более точная фор 
мулировка. | 


° ПРЕДТЕОРЕМА 2.3.2. (1) Функтор 52” можно превратить в функ- 
тор, определенный на категории спектров Y и принимающий значе- 
ния в категории таких Ё„-пространств X, что 1, (Х.) являет- 
ся группой. 
(44) Имеется "обратный к GQ)” функтор В” из категории 
Е; „„ -пространств в категорию связных спектров. 
АА) Имеется естественное преобразование 


og со : 
B52" Xs XY, 
которое является эквивалентностью, если спектр У связен. 
(417) Имеется естественное преобразование 


fo @] 
X — QQ” BX, 
которое является эквивалентностью, если ® 9X) есть группа. 


Если не предполагать, что ®,(Х) ses" группа, то связь меж- 
ду Х и $2° BX сложнее, см. 5 3.2. Соотвекствующие точные | 
теоремы можно найти в (16, 39, 40, 92, 93, 127], 

Обсуждение методов доказательств таких теорем MH снова отло- 
жим до следующего параграфа. 

Легко объяснить, в какой мере предтеоремы 2.3.1 и 2.3.2 
опускают необходимые детали. Например, часть (1) предтеоремы 
2.3.1 утверждает, что GQ можно сделать функтором, но для это- 
го необходимо, чтобы Ё„-пространства образовывали категорию. 
Какие в этой категории морфизмы? Я ничего не сказал об этом. 
Какие отображения должны быть морфизмами? Один кандидат на их 
определение очевиден. Если на пространствах Х и Y действует 
некоторая операда “Л, мы можем рассмотреть отображения (Хх, 
коммутирующие (строго) со всеми структурными отображениями; ины- 
ми словами, мы требуем (строгой) коммутативности диаграммы 


x +2. x* 


ie 


y +f. y? 


для всех ре eP, . Достоинством этого определения является его 
простота; оно я наилегчайший способ полного уточнения 
нашего утверждения, и оно достаточно для интересующих нас сей- 
час приложений. Однако это определение не является единствен- 
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HO возможным. Например, определяя понятие морфизма одного Н- 


пространства в другое, мы требовали, чтобы диаграммы 


были коммутативны лишь с точностью до гомотопии, а не строго. 
Отправляясь от этого примера, можно дать и другие определения, 
которые имеют то достоинство, что они гомотопически инвариант- 
ны, и тот недостаток, что они очень сложны. Этот подход отражен 
в [40] и [53], часть У. 

Теперь я должен сказать, что результатн, подобные предтео- 
ремам 2.3,1 и 2.3.2, не исчерпывают нашей теории. Конечно, с них 
было необходимо начать ввиду их важности для нашей темы; по 
словам Мэя, они представляют собой принц 1 распознавания, нозво-- 
ляющий узнать, является ли данное пространство И,-кратным или 
бесконечнократным пространством петель. Но содержание теории 
этим не исчерпывается. 

Прежде всего вспомним, что, как говорилось в гл.Т, Джеймс. 
[73] построил для 925” "модель", позволяющую лучше понять 
структуру этого пространства. На самом деле он предложил модель 
для GQOX, где Х - произвольное связное пространство, и 
эта модель позволяет мгновенно вычислить Н,($2(5”“\..у5”ч)), 
с чем мы упоминали в гл. т. Позже Милгрэм [105] в том же ключе 
построил модель для |S EX. Наша теория должна доставлять 
и доставляет такие модели для 92^2"Х и Se O° X, om. [92]. 
Мэй называет это аппроксимационными теоремами. Наша теория так- 
же должна объяснить | и объясняет, в каком смысле пространства 
O"E"X и S2° LX (или их модели) являются свободными 
объектами категории  Ё, -пространостви  Ё„ -пространств. 
При этом доказательства "аппроксимационных теорем" и "принципа 
распознавания" должны поддерживать друг друга. 

Польза от информации о таких пространствах, как G2” X, 
очевидна. Например, Снэйт [133] ‚обваружил некоторое стабильное 
расщепление пространства 92”Я"Х), и при помощи этого расцеп- 
ления Маховолд построил новое интересное семейство элементов в 
2-компонентах стабильных гомотопических групп сфер. Вызванный 
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этим интерес к теореме Снэйта привел к тому, что Коэн и Тейлор 
дали новое ее доказательство, а Мэй ее обобщил, но я пока не 
могу привести соответствующие ссылки. 

Все же с точки зрения тополога с И И вкусами 
"Е „-структура" и" Е, „„ структура” являются довольно рыхлыми 
семействами высших гомотопий; возникает желание выжать из них 
воду и посмотреть, какие инварианты в них действительно содер- 
хатся, Инварианты, конечно, есть, и их немало: нереход от описан- 
ной геометрии к хорошо выбранным инвариантам, с помощью которых 
можно затем проводить вычисления, тоже является задачей нашей 
теории. По этому поводу см. [90, 9%, 152]. Но в заключение сто- 
ит капомнить, что любая теория должна находить свое оправдание 
в приложениях к конкретным задачам и интересным частным случа- 
ям. | 


§ 2.4, Методы 


В этом параграфе я кое-что скажу о методах, которыми дока- 
зызаются утверждения, подобные результатам $ 2.3. Я по-прежнему 
буду опускать детали, но постараюсь разъяснить несколько идей, 
которые помогут читателю понять суть дела. 

Общий вид формулировок. предтеорем 2.3.1 ‚и 2.3,ю подсказыва- 
ет, что прежде всего надо ввести функторы В" и В”. После это- 
го надо установить их свойства. Есть два основных подхода к оп- 
ределению функторов В” и В”. Борман и Фогт в [40] строят 
одношаговый функтор В, а затем ero итераруют; Мэй в [92] 
строит функтор В" одним ударом. 

Несколько точнее, Бордман и Фогт предполагают, что дано 
FE „-пространсево Х. Затем они заменяют его эквивалентным мо- 
ноидом Y = МХ. Как я объясню ниже, Бордман и Фогт используют 
лишь гомотопически инвариантные структуры, и потому на Y име- 
ется столько же структур, сколько на X. Потом они берут клас- 
сифицирующее пространство BY. После этого они строят Eee, 
струи на BY; так как BY строится из пространств Y, 7" 

„.и некоторых не зависящих от \ вспомогательных пространств 
(вроде клеток), то более или менее правдоподобно, что бесконеч- 
-HC@ количество данных типа отображений Y — “для различных 
значений ov un Ф и гомотопий между ними можно собрать в одно 


1) см. по этому поводу [ter], [1624. - Поим. перев. 


структурное отображение для BY. Поскольку BYects E -mpo- 
странство, конструкцию можно итерировать. | 

0 предложенной Мэем конструкции функтора В" я скажу позже. 

Заметное различие технических средств этих авторов, возмож- 
но, связано с различием точек зрения и методологических принци- 
пов. Я могу сказать, что мои симпатии лежат на обеих сторонах. 
По-видимому, `Бордман и Фогт исходят из того, что должна сущест- 
вовать теория гомотопически инвариантных структур и что кто-то 
должен построить такую теорию хотя бы ради нее самой. Ведь тео- 
pus Н-пространств устроена так, что если Х есть Н-прост- 
ранство, то и всякое пространство \”, гомотопически эквивалент-- 
ное Х, является Н-пространством. Поэтому и теория А „,-=про- 
странств или [5 «о-Пространств должна обладать тем свойством, 
что если пространство Х обладает А„- или Е „-структурой и 
если +: Х ~~ Y - гомотопическая эквивалентность , то Y можно, 
по существу, единственным способом снабдить ee - или Ej-crpyr-_ 
турой так, чтобы 4 стало эквивалентностью A. - или и’. —про-- 
странств, 

Для реализации этой программы Бордману и Фогту показалось 
разумным воспользоваться ПРОПами, которые в некотором смысле яв- 
ляются свободными (уточнением этого смысла мы здесь заниматься 
не будем). Бордман и Фогт и построили ПРОПы, свободные в этом 
смысле. При этом они использовали комбинаторную машинерию 
(деревья) [37, 38]. По сути дела эта машине рия соответствует 

"грамматике" для "слов" из букв М,:К, хх*-Х, MK, xX°+X 
и доугих аналогичных букв для аналогичных операций, Именно эта 
комдинаторная техника придала работе Бордмана и Фогта ее непо- 
вторимую изысканность. — 

Напротив, Мэй, как кажется, видит назначение теории в том, 
чтобы как можно скорее доказать необходимые теоремы и затем 
всецело углубиться в наще настоящее дело, которое мы так любим, 
т.е. вычислять разные вещи, действительно имеющие инвариантный 
смысл, как, скажем, гомологические операции. Действуя в этом 
ключе, Мэй умело использует следующий трюк. Чтобн сравнить 
и Y, не обязательно пытаться строить отображение #: XK —У или 

‹ “-—Х; вместо этого можно построить новый объект Z, ото- 
бражающийся как в Х такивТХ. 
Предложенная Мэем конструкция функтора В есть вариант бар- 
конструкции. Напомню, что первоначальная бар-конструкция была 
придумана Эйленбергом и Маклейном [57] и использовалась для вы- 

Числения гомологий классифицирующих пространств; я объясню, в 


к 


‚ = 


of 


cn 


чем состоит идея ее обобщения. Для получения обобщенной бар--кон- 
струкции необходим некоторый особенный функтор Т: С-С из кате- 
гории С в себя. Разъясним это на примерах. 


ПРИМЕР 2.4.1. Пусть дана алгебра А над некоторым кольцом К. 
Если мы хотим применить к А обычную бар-конструкцию, то мы рас- 
сматриваем категорию С модулей над К и принимаем за T функтор 


T(M) as A ©. М. 


Этот пример подсказывает аксиомы, которым должен удовлетво- 
path функтор J. Во-первых, мы предполагаем, что задано есте- 
ственное преобразование 


2 

Pt a 

которое в нашем примере представляет собой отображение 
А®, (A®,M) — А®.М, 

индуцированное умножением 

A® А — А. 
Во-вторых, мы предполагаем заданным естественное преобразование 

| 1: вы 9 
которое в нашем примере представляет собой отображение 
конем, 
индуцированное единицей 
ео. 


Кроме того, эти отображения № | должны включаться в коммута- 
тивные диаграммы 


T 7 Ty 
Тм ——t» Tm тм + pty = ТМ 
ран | Е р A 
Тм —\- ТМ ТМ 


Такой функтор Т вместе с преобразованиями M и 7 играет в 
гомологической алгебре роль алгебры; я предпочел бы'называть 


такие функторы функторами-алгебрами, хотя в теории категорий уже 


дали им название: их называют мона дами (или тройками); см. 
[84], с. 133. 


ПРИМЕР 2.4.2. Пусть С - категория компактно ‘порожденных 
пунктированных пространств, и пусть TX есть G22, X. 0че- 
видно, имеется естественное преобразование 


т: Хх —- OQ"=5"X 


(сопряженное с 4: Я”Х +~O"X), а также нь 
EG" Y — Y, с помощью которого можно определить преобразова- 
ние 


И ры Ты nt 
ЕЕ" — QPEK. 
Изучение этого примера, принадлежащего Беку [zs J ‚ послужило, 
по словам Мэя, стимулом к развитию его идеи. 


ПРИМЕР 2.4.3. Вообще, если имеется пара сопряженных функто- 
ров, мы можем построить монаду так же, как в примере 2.4.2 мы 
построили ее для частного случая функторов 592” и $”. 


Вернемся к примеру 2.4.1, в котором С есть категория К- 
модулей и T(M) =А®_М. Что такое А-модуль? Это - объект М 
категории С, снабженный некоторым отображением 


у: A®,M а iy 


Это определение можно обобщить. Для данной категории С и данной 
монады Т: С->С назовем  'Т-объектом объект М категории С, для 
которого задано такое отображение 


у: ММ, 
что коммутативны Диаграммы 


ты ТИ The ee 


мн | вы о 
тм м | М 


Специалист по теории категорий предпочел бы называть 'Т-объекты 
Т-алгебрами, однако с точки зрения важных для нас аналогий бо- 
лее подходящим кажется термин "Т-модули". 
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ПРИМЕР 2.4.4. Пусть 5 - категория компактно порожденных 
пунктированных пространств, и пусть TX = S25" X, как в при- - 
мере 2.4.2; тогда любой объект вида GSO™~Y является ‘Т-объек- 
том. 


Вернемся снова к примеру 2.4.1. Классическая бар-конструкция 
может быть использована для вычисления Tot (L,M).Mu уже на- 
шли нишу mia алгебры А и ‘нишу для модуля М и готовы 
теперь к построению аналога А® А®.. .® А o.M, но у нас еще 
нет ниши для  [,, и мы еще не можем построить Le А® 2, Ae, М. 
Очевидно, мы должны ввести в действие еще один функтор из Св 
С, который играл бы роль функтора S(N) = L@.N. 

В нашей общей ситуации мы OFApM предполагать, что нам дан 
произвольный функтор 


S:C—~C’' 
4 
(он может принимать значения в новой категории С ). Предположим 
также, что задано естественное преобразование 


SAE oe Os 
в нашем примере это отображение 
— 
L ®А®,М L®._N, 
индуцированное действием | 
9. А — Г. 
При этом S и А Должны удовлетворять очевидным аксиомам, BH~ 
ражаемым коммутативностью диаграмм 


sT?n Ait} STN stn —> sn 
ou ine | be 5 Е. 
STN > SN SN 


Такой функтор © можно назвать (правым) Т-функтором (или 
правым функтором-модулем над Функтором-алгеброй ). 


ПРИМЕР 2.4.5. Функтор ee ‚является правым модулем над 
функтором-алгеброй S2™h” 
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В этот момент перед читателем открывается заманчивая цер-- 
спектива. Можно дать определение левого функтора-модуля над 
функтором-алгеброй Т; тогда б2”будет левым функтором-моду- 

_ дем над 42"7” и Т-объект будет не чем иным, как левым фун- 
ктором-модулем из однообъектной категории в категорию С. После 
этого мы можем довести нашу категорную теорию до полного логиче- 
ского совершенства: мы не только обходимся без элементов внутри 
наших объектов, но можем даже избежать упоминания объектов | 
внутри наших категорий; все вокруг нас станет функторами. 

Будьте покойны: такую блестящую возможность специалисты по 
категориям никогда не упустят. ) 

Вернемся к работе Мэя. Его основное наблюдение состоит в 
следующем. Пусть С - категория компактно порожденных пункти- 
рованных пространств, и пусть УР (у - ~ некоторая операда. 
Можно превратить операду LP. „; в’ 'монаду, т.е. в бунктор P: C+ 
Co описанными выше cpolicy Bann, таким образом, что задание 
действия операды В. „на пространстве Х будет в точности эк- 
вивалентно заданию структурного отображения PX —Х, превращаю- 
mro Х в P-odsexr. Схема построения очевидна: чтобы постро- 
ить PX, нужно начать с суммы 


ЦВ, Хх: 


и наложить подходящее отношение эквивалентности, см. [92 |, 
с. 229. 

Идея заключается в том, что монада Р может служить адекват- 
ной "ручной" заменой "дикой" монады 42". Я говорю "ручной", 
потому что монада P всецело находится под нашим контролем. 


ТЕОРЕМА 2.4.6. Для подходящей операды {P. Per cuca 
ной операде И-мерных кубиков, и связного 3 нства 


странство РХ слабо гомотопически эквивалентно. eee < Про 


см. 92 ],с.281,309. Это и есть аппроксимационная теорема, о 
которой я говорил в конце $ 2.3. Можно сказать, что PX высту- 
пает как "модель" для 52“5. < 

Для того чтобы двигаться дальше в понимании бар-конструкции, 
мы должны поговорить о симплициальных методах. Пусть 6. стан- 
дартный И,-мерный симплекс в  К”” ‚- заданный уравнением 
Ny tH, +... +H, ={u неравенствами X, 20, $ =0,{,..,М.Вершина 
9, этого симплекса есть точка x, =f, x.=0 при # + <. Мы оп- 
ределим теперь категорию A, oceans of Baie служат стандарт- 

ные симплексы © ,6 ,6 ,...; впрочем, если вы хстите заменить гео-. 
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метрию комбинаторикой, то BH можете заменить каждый симплекс на- 
бором его вершин и сказать, что объектами категории являются ко- 
нечные и {0}, {0, О {04 2} ..В этой интерпретации морфизма- 
ми из { 1,..., ,} являются такие отображения 
#: {0, to ae i im}, чо 1(0) < 4(4 \yupa 4 < $, иначе го- 
воря, морфизмы — это poyOnanunns отображения. B геометрической 
интерпретации таким отображениям соответствуют симплициальнне 
отображения 6-6", переводящие вершину 7. в вершину V,, 
Приведем стандартное определение: симплициальное мн тво - 
это контравариантный функтор из категории ДА в категорию мно- 
жеств. Если, например, Х - топологическое пространство, то мы 
можем построить его сингулярный комплекс; это — симплициальное 
множество К, относящее каждому „т к. ay ... Множество | 
непрерывных спобрижений 1: Х-б6”; воли 9: 6 ct морфизм 
категории <A, то мы определяем д": К, —Ки,, прини- 
мая за 9 mt +) композицию 


а ам 


Иногда я буду использовать аналогичные обозначения для произволь- 
ного симплициального множества „К и писать 4 вместо >t *(4); 
здесь, конечно, fek и 9: 6“<- б “ects морфизм из 

Разумеется, при заданном симплициальном множестве к доста- 
точно определить морфизмы 9” лишь для морфизмов ‚ пробегаю- 
щих некоторое множество образующих для морфизмов категории A 
(по отношению к композиции). Имеется единственное минимальное 
множество образующих, и оно состоит из re отображений: 

(1) Отображения а, :{0,4,. „п- — 0, 1, п) где ol , не принимает 
значения фи принимает каждое из остальных значений ровно один 
раз. Эти отображения называются отображениями граней; вообще 
отображениями граней ЕН всякие неубывающие вложения. 

(it) Отображения 1: 10; м, 
где 3; принимает значение + дважды, а все остальные жа - 
по одному разу. Эти отображения называются отображениями вырож- 
дения; вообще отображениями вырождения назнваются всякие неубыва- 
ющие сюръективные отображения. — 

Эти образующие удовлетворяют некоторым соотношениям, которые 
обычно нет нужды запоминать; покуда наша деятельность остается 
чисто теоретической, мы будем иметь дело с категорией В 
пусть она сама заботится о своей структуре. (Это видно на приме- 
ре описанного выше подхода к понятию сингулярного комплекса. ) 
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108. 


_ Пособием для изучения симплициальных множеств может служить 


[88]^. 


Топологи обычно рассматривают симплициальные множества как 
приемлемую комбинаторную замену топологических пространств. Опи- 
санный выше сингулярный комплекс представляет собой функтор из 
топологических пространств в симплициальные множества; имеется 
также функтор, действующий в противоположном направлении и назы- о 
ваемый функтором геометрической реализации. Сейчас я его опишу. 

Если дано симплициальное множество К, возьмем 


ЦК, x6", 


отождествим в нем (xq, 4) с & 94) для всех LEK ‚4:6 6" 

L€6'” и обозначим через К! 

Имеются и другие симплициальные понятия, близкие к понятию 
симплициального множества. Например, симплициальная группа — это 
функтор из категории Д в категорию групп, симплициальное кольцо 
должно быть функтором из категории A в категорию колец и сими- 
лициальное топологическое пространство есть функтор из катего- 
рии A в категорию топологических пространств. 

Геометрическую реализацию |К | можно определить и для симили- 
циального топологического пространства К. Для этого в предыду- 
щем описании нужно рассматривать Kx б” как произведение двух 
топологических пространств (прежде мы использовали дискретную 
топологию на К„). Затем мы берем несвязное объединение | 


ЦК. x6." 


и переходим к факторпространству аналогично сказанному выше. 
Теперь мы можем дать следующее грубое описание обобщенной 
бар-конструкции из [92| ($ 9 и следующие). Пусть Р - монада, 
действующая Ha топологических пространствах, Х - некоторое 
Р-пространство и ©. - некоторый Р-функтор из категории то- 
пологических пространств в себя (т.е. O есть правый функтор- 
модуль над ‚ бунктором-алгеброй Р). Тогда последовательность 
К, = = СР”.Х вместе с подходящими отображениями является симп- 


 лициальным топологическим пространством. (Чтобы сказать это TOW 


нее, необходимо более детальное описание структуры категории A, 
от которого я отмахнулся страницей или двумя раньше, ) Определим 
обобиенную бар-конструкцию формулой — 


т Bar (S, Р.Х) = IK, 
Е См. также обо 1 - Прин. перев. 
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где к. = СР”Х .(В литературе и употребляется обозначение: 
B(S, "Р, Х), но я хочу избежать путаницы, связанной с употреб- 
лением символа B для обозначения классифицирующего пространот- 
ва.) 

_ Построение функтора. в“ по Мэю осуществляется теперь сле- 
дующим образом. Рассмотрим подходящую операду { Е ver эквива- 
лентную операде И,-мерных кубиков. Превратим ее 3 "monary Р. 
Тогда для любого  Р-пространства Х. можно положить 


В”Х = Вал. (Я, Р, X) 


(om. [92], с. 338). 
Этим завершается мой рассказ о методах Мэя. 


§ 2.5, Машина Сигала 


В этом параграфе я опишу некоторую машину, которая хотя не- 
сколько и отличается с виду от устройств, рассмотренных в 
$ 2.2-2.4, но в действительности предназначена для тех же це- 
лей. Эта машина сконструирована Сигалом [125, 127]. Первое с00б- 
щение о ней в печати принадлежит Андерсону [16]. | 

Я начну с попытки выделить две основные идеи подхода Сигала. 
Первая идея состоит в следующем. В подходах Бордмана-Фогта и Мэя 
($ 2.2-2.4) частью заданной на Х. структурн было отображение 


Po хх, 
yt 

Мы заменили пространство X Oémpmmm пространством р би 
для того, чтобы отображения 14( x4): Х*—Х и хм зе хх 
могли быть различными, но все же соединенными гомотопией. Топо- 
логи рабсматривают лишнюю часть произведения Р ХХ как 
инертную "соединительную ткань". Первая идея Сигёла состоит в 
том, что для наших целей не базатольно требовать, чтобы большее 
пространство было прямым произведением пространства параметровР 
и И, экземпляров пространства _Х; пусть оно будет еще больше т 
и еще инертнее, лишь бы оно обладало нужными алгебраическими 
свойствами и имело нужный гомотопический тип. 

Вторая идея Сигала связана с отысканием требуемых алгебраи- 
ческих свойств. Коротко говоря, она состоит в том, что категории 
и симплициальные множества позволяют ловко управляться с форму- 


лами типа дем х1) и MA м). 
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Позвольте мне начать со второй идеи. Прежде всего я утвер- 
ждаю, что введенная в $ 2.4 категория Д может быть отождест- 
влена с множеством формул типа pel xd), которые (+) имеют смысл 
для любого топологического моноида M и (11) достаточны для по- 
строения классифицирующего пространства ВМ. | 

Более точно, пусть дан топологический. моноид М. Одна из 
конструкций пространства ВМ начинается с построения некоторого 
симплициального топологического пространства К, Элементы про- 
странства К определяются как одномерные симплициальные коциклы 


на 6 co значениями в М. (В случае когда М есть дискретная 
группе G, эта конструкция совпадает с предложенной Эйленбергом 
и Маклейном конструкцией симплициального множества типа (G, 4).) 
Любой морфизм 4: 6^—6 "категории A индуцирует отображение ко- 
циклов, т.е. отображение #": К„ — К. Для тех, кто испытывает 
сомнение по поводу одномерных коциклов, я могу предложить следую- 


_ щее категорное определение. Рассмотрим моноид М как категорию 


с одним объектом, морфизмами которой являются элементы М ив 
которой композиция ‚морфизмов есть умножение в М. Рассмотрим, 
далее, симплекс б Kak категорию 


3 — и, 


объектами которой являются числа 0, I, <,..., ПИ (единственный). 
морфизм из & в р ‘существует тогда и только тогда, когда +2$. 


Одн омерный коцикл на 6” есть ковариантный функтор из катего- 
рии 6 A 


в категорию М. Морфизм #: б“-— 6 "категории 
можно рассматривать как функтор из категории | 


ый И, 
в категорию 
ИЕ, 


так что можно определить требуемые индуцированные отображения. 
При любом подходе мы получаем корректно определенное симплици- 
альное топологическое пространство 

В нашей конструкции 


К, = М" = М»хМх...*М (п сомножителей). 


Действительно, имеется взаимно однозначное соответствие, отно- 
сящее коциклу U набор его значений | 


u(y), (9,9, ), ие и“ Us 


(Bee 
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или, что эквивалентно, относящее функтору М, набор его значе 
ний на морфизмах. (2 ps : 

а ee eee ee ay ee ree 
Таким образом, категория Д может рассматриваться как катего- 
рия формул для отображений М"”<- М"формул, имеющих смысл для 
любого моноида. Этот класс формул достаточен для построения 
классифицирующего пространства моноида М, так как одна из кон- 
струкций классифицирующего пространства моноида М имеет вид 

ВМ =|K| 

(по поводу такой "геометрической реализации" см. $ 2.4). 

Наш "класс формул" содержит умножение де: M*->M (отвечающее 
отображению OL: 6*-»6*). Нет необходимости обсуждать во всех _ 
подробностях, ‘как получаются отображения (ext), (Фумди ин- 
формация об их равенстве; суть дела в том и состоит, что нам не 
нужно выписывать формулы тина дел») и Md хм), так как кате- 
гория A доставляет нам целый склад таких формул. И это - до- 
полнительное преимущество, так как другие люди вложили много 
труда в создание и развитие теории симплициальных множеств. 

Теперь мы можем выразить идеи Сигала в форме, применимой к 
однократному пространству петель. Пусть KX - гомотопически ас- 
социативн0ое Н-пространство; рассмотрим X как функтор | 

`. Х 
A —— > (томотопическая категория). 
из категории A в категорию пространств и гомотопических клас- 
сов отображений; этот функтор переводит 6” в Х =XxXx...xX, 
морфизм % гв Умножение (1 и так далее. Мы сможем построить 
классифицирующее пространство для Xx » если сможем поднять этот 
функтор до функтора — 


A — (пространотва), 
ибо потом мы сможем построить | К | . Здесь слово "поднять" озна- 


чает, что диаграмма 


a cg т 


. x 
A —^—- (гомотопическая категория) 
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‘должна быть коммутативна с точностью до естественной эквива> 
лентности. Осталось разобраться в смысле этого последнего тре- ‚ 
‚ бования. 

Пусть t,, t,,. be .6*—6”- морфизмы категории A, вкла- 
дывающие 64 в 6” в качестве ребра U,V, 1 1,,.,1, У, соот- 
и. es симплициального топологического пространства К 
рассмотрим отображение 


К, са K, x meh (rv сомножителей) 


aoe Мах es 
с компонентами 1 1? t,, * Сигал HaSHBaeT симплициальное топо- 


логическое простбанотво ‘Rs специальным, если для любого И, это 
отображение 


и К,хК,х...хК, 


является гомотопической эквивалентностью. Так как Сигал называ- 
_ ет симплициальные топологические пространства  Д-пространст- 
вами, он говорит с специальных  Д-пространствах. 
Таким образом, предлагаемый Сигалом аналог A, -пространст- 

ва Х в смысле Сташефа есть специальное Д-пространство 
С ке =X. В этом случае К „ гомотопически эквивалентно прост- 
_ ранству X= XxxXa К, urpaer роль mpomspenenma P x X™ 

из § 2.2-2.4, : | at 

_ Само собой разумеется, эта машина работает отлично, так что 
стоит взглянуть, как аналогичные идеи применяются к бесконечно- 
кратным пространствам петель. Первый шаг состоит здесь в том, = 
чтобы заменить категорию A категорией I" формул вида MM, ALT,..., 
которые включают в себя перзозановкя и имеют смысл для коммута- 
THBHUX МОНОиДОВ. | 
Объектами категории р. являются конечные множества. Не про- 
изойдет ничего страшного, если читатель будет иметь в виду MHO— 
 жества {4, 2,....М} для m= 0, I, 2,..., но технически удобнее 
говорить о всех конечных множествах. Для любого такого множества 
6 обозначим через Р(б)множество всех его подмножеств. Морфизы 
категории [Гиз © в T определяется как отображение 0: P(6)7 
> Р(е)сохраняющее дизъюнктные объединения. (В частности, отобра- 
жение @ однозначно определяется своими значениями на одноэле- 
ментных подмножествах {4} сб; эти значения должны быть попарно 
 непеёресекающимися подмножествами множества ©.) 
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В точности так же, как мы отождествили категорию A (или, 
точнее, двойственную ей категорию) с категорией формул, имеющих 
смысл для моноидов, мы можем отождествить категорию, двойственную 
категории [`, с категорией формул, имеющих смысл для коммута- 
тивных моноидов. С этой целью рассмотрим коммутативный моноид А 
и отображение | 


9: P(6) — P(t); 
мы хотим определить отображение | 


в ХА ХА. 


| | +Е 6 get 
; ; * 
Для Qe XA определим &-ю компоненту образа 7 cv формулой 
oe 
pee ieee $ ы 
(а). = Па, | ge Ofc}, 

где произведение [%. берется в коммутативном моноиде А. 

Очевидно, что формула, имеющая смысл для моноидов, имеет 
смысл и для коммутативных моноидов. Это определяет вложение 
А — Г. Более точно, объекту б” ставится в соответствие 


конечное множество {1, 2,.. ти морфизму $ категории A, рас- 
сматриваемому как неубывающее отображение 


$: [О тр 10, 4,25 rm}, 


ставится в соответствие морфизм + ааа —> P{{ 2,..,m} 
категории Г, определяемый формулой | 


Afi} = {£1 F(c-1) <$ < #0}. 
Далее,  [Г’-пространство К есть по определению контравари- 
антный функтор из категории [" в категорию пространств; из ска- 
занного выше следует, что [Г-пространство является ДА-простран- 
ством. Мы назовем Г-пространство специальным, если соответству- 
ющее ЛА-пространство является специальным в указанном выше 
смысле. | 
Понятие специального Г’-пространства является одной из пред-. 
лагаемых Сигалом замен понятия Ё; „-пространства Бордмана - Фогта - 
Мэя. Уже на основании сказанного выше складывается впечатление, 
что оно должно отлично работать; давайте убедимся в этом, рас-_ 
смотрев понятие классифицирующего пространства В. Мы уже видели, 
что этот круг идей удобен для построения классифицирующего про- 
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странства как индивидуального топологического пространства, но 
теперь мы хотим, чтобы результат конструкции был` [`-простран- 
ством, т.е. функтором из категории [Г в категорию пространств. 
Итак, пусть К есть  Г-пространство, для которого мы хотим 
построить классифицирующее пространство, и пусть 6 есть объект 
категории [”. Мы определяем значение функтора mae на 6. как 
геометрическую ее функтора 


Tre K(6xT 


Конечно, нужно проверить, что здесь все в порядке, но и так яс- 
но, что это очень изящная конструкция. КА 

Этот подход был первоначально предназначен исключительно для 
создания теории бесконечнократных пространств петель и не приме- 
нялся к теории  И,-кратных пространств петель, но этого доста- 
точно для наиболее интересных приложений. Впрочем, впоследствии 
Кобб [52] дал набросок устройства - аналога машины Сигала, kat 
ющего в случае И,-кратных пространств петель. 

Другая машина, построенная на базе симплициальных идей, была 
предложена Барратом и Икклсом [22, 23, 24, 25, 26]. . | 


_ $ 2.6, Подключение теории категорий 


Возникает вопрос: где взять на практике все эти высшие гомо- 
топии, необходимые для работн машин, подобных рассмотренным в 
§ 2.2—.5? Ответ состоит в том, что они возникают сами собой, 
когда в каком-нибудь контексте появляется умножение, которое "в 
принципе" ассоциативно и коммутативно. Например, в теориях рас- 
слоений, рассмотренных в $ 1.8, операции сложения Уитни можно 
считать "в принципе" ассоциативными и коммутативными; некоторое 
уточнение этого интуитивного утверждения сделано в [40] и [99]. 
Соответствующая техническая проблема состоит в том, чтобы при- 
дать выражению "в принципе" строгий смысл. В этом параграфе’ мы 
исследуем одно из возможных решений этой проблемы. 

По-видимому, лучше всего начать с рассмотрения двух конкрет- 
ных примеров. | | 


ПРИМЕР 2.6.1. Пусть C — категория, объектами которой слу 
хат множества(Т, 2,...,И} (где N20), причем морфизмы из п,-го. 
объекта в M- существуют тогда и только тогда, когда п=т,; в. 
этом случае морфизмы представляют собой взаимно однозначные со- 
‚ответствия, т.е. составляют симметрическую группу а 


ПРИМЕР 2.6.2. Пусть задано (дискретное) коммутативное коль- 
цо К, и пусть С. = - категория, в которой и,-й объект есть сво- 
‘бодный модуль К”. При этом морфизмы из К” в К” существуют 
тогда и только тогда, когда И, = Mv, и в этом случае они пред- 
ставляют собой К-линейные взаимно однозначные соответствия, 
т.е. составляют матричную группу GL(n, К). 


Общим для этих двух категорий является наличие бифунктора 
В: Ск -* Е, который строго ассоциативен и обладает строгой 
единицей. Roane точно, B обоих случаях бифунктор на объектах 
задается формулой 


roms hurr; 


из этой формулы видно, что на объектах он строго ассоциативен 

и что 0 является его строгой единицей. Мы должны также опре- 
делить функтор [] на морфизмах. В примере 2.6.2 пусть ASE 

eGL(n,R) и BEGL(m,R); мы полагаем 


АО 


АСВ = 
од =. 

Очевидно, что эта операция строго ассоциативна и что единствен- 
ный элемент группы (1[.(0,К) является ее Яд единицей. Ана- 
логично в примере 2.6.1 пусть бе, _ TEX; мы обозна- 
чаем через 6 1. элемент группы we ‚ действующий как б 
на {4, al „Иди как С на{и 4, nt2,_n "бчевипно, что и эта опе- 
рация строго ассоциативна и что единотвенный элемент группы о 
является ее строгой единицей. 

Свойства категории С, которые мы только что проверили 
для двух наших примеров, специалисты по категориям внражают 
словами: С есть строго моноидальная категория (см. [84 |, 

с. 157-158; впрочем, некоторые читатели, возможно, предпочтут 
работу [85], краткость которой уже сама по себе является ПОЧТИ 
достаточной рекомендацией. ) 

В примерах 2.6.1 и 2.6.2 умножение _ С], являясь. "в принципе" 
коммутативным, не является строго коммутативным; например, как 


правило, 
А.В о 
о..В р. 
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мы 


\ 


Вообще пусть задана категория С с описанным выше умножением oO; 


в теории категорий ее называют с peta ичной, если задан есте- — 
ственный изоморфизм 


| co a ot: СхС ==, 
где 


т сея 


— перестановка, т.е. функтор, определяемый формулами 


ОХ) = (УЖ), 
T (4,9) = р. 


Этот естественный изоморфизм должен удовлетворять некоторым ак-— 
сиомам (см. [84], с. 180), которые называются условиями коге- 


рентности. 
В примерах 2.6.71 и 2.6.2 существование изоморфизма С оче- 


видно: например, в примере 2.6.2 можно положить 


| ее, О Е 
с = асек, ВБ 


Возможно также некоторое ослабление понятия строго моно- 
идальной категории, в котором умножение (3 ‘ассоциативно и об- 
ладает единицей лишь с точностью до когерентных изоморфизмов. 
В этом случае говорят просто о моноидальной категории, см. [| 
с. 158-159. Некоторые авторы вместо термина "симметричная 
строго моноидальная категория” употребляют термин "пермутатив- 


‘Hag категория" [93]. 


Теперь я продемонстрирую один ` простенький прием, позволяю- 
щий строить классифицирующее пространство категории. Пусть да- 
на (малая) категория С; подходящим примером служит категория 
с одним объектом Х, в которой морфизмы Х->Хобразуют группу; 
но мы будем иметь дело с произвольной малой категорией. Интер- 
претируем каждый объект {0, в. „п категории А как категорию 


Nt и и за: 


в которой морфизм (единственный) из tB ¢ существует тогда 
и только тогда, когда + > > $. а ий ‚авторы предпочитают 


9-1 
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категорию 


0: == 1 weg ery 


и это в коние концов приводит к тому же самому, но я при та- 
ком выборе не могу достичь согласованности между моими формула- 
ми; я думаю, все дело в том, что я пишу et fem eg a слева от ар- 
гументов.) Положим 


K , = Hom (0 12-м, Е). 


т.е. определим К„ как множество функторов из категории 0-4 — 
+~ 2+ +15 категорию С. Элементы этого множества напоминают 
одномерные коциклы со значениями в С (ср. § 2.5). Морфизм кате- 
гории A есть не что иное, как функтор из категории 0+{+-2—.+И, 
в категорию Ce <ттак что такой морфизм индуцирует ото- 
бражение K, <— К „; мы получаем некоторое симплициальное мно- 
жество К. Это симплициальное множество называется нервом кате- 
гори С, и мы будем обозначать его через Nerve (С). 


Согласно определению Сигала [24 ‚ классифицирующее прост- 
ранство категории C есть 


= | Newve (С)|, 


т.е. для построения ВС надо взять нерв Newve(C) категории С и его 
геометрическую реализацию (см. $ 2.4). 

Если в категории C имеется лишь один объект, причем его мор- 
физмы образуют дискретную группу , то №еллуе (С) превращается 
в симплициальное множество К (®, 4), построенное Эйленбергом и 
Маклейном, и ВС является наилучшей моделью классифицирующего 
пространства Bt группы. %, которое в свою очередь является 
пространством Эйленберга - Маклейна типа (%, 1). 

В примерах 2.6.1 и 2.6.2 категория C сводится к последова- 
тельности дискретных групи (С„, так что BG сводится к 


LI BG,. 


n20 


Если у нас есть бифунктор ©, превращающий С в строго моно- 
 идальную категорию, то, используя его надлежащим os ome MH мо- 
xem сделать BC строгим моноидом. 

| тк общий результат ВЫГЛЯДИТ следующим образом. 


_ ПРЕДТЕОРЕМА 2.6.3. Боли С. есть симметричная моноидальная 
категория, то ВС есть ь „пространство. 
м. [93], с.78. 


Мы предпочли обойтись в этой формулировке без слова "стро- 
rai", потому что так удобнее для некоторых примеров. Предполо- 
жим, например, что мы рассматриваем вариант примера 2.6.2, в 
котором объектами категории С являются конечно порожденные 
проективнне К-модули, а морфизмами являются изоморфизмы; нам 
вряд ли захочется превращать эту категорию в строго моноидаль- 
ную категорию. Однако, так как мы всегда можем добиться "стро- 
гости" соответствующими категорными построениями [72], то нам 
нет нужды проявлять беспокойство, | 

Замечу, что примеры 2.6.1 и 2.6.2 показывают, что уровень 
общности, принятый в $ 2,3, не является чрезмерным. В этих при-. 
мерах ВС является Ё№ „-пространством, и мы можем воспользовать- 
ся этим обстоятельством для построения ‘спектра У = B (ВС).0днако. 
пространство Se Y не эквивалентно ВС, потому что т, (ВС) 
не является группой; в примерах 2.6.1 и 2.6.2 % (ВС) есть 
[0,1,2,3,..|моноид неотрицатель»их чисел по оложению. Поэтому 
связь между ВС uSe Y несколько сложнее; мн обсудим ее в 
$ 3.2. 

Откладывая это обсуждение до $ 3.2, я ограничусь утверждени- 
ем, что в примере 2.6,1 


BC=[]BE,, Y=£°S, Q°Y= OnE" ° = Дт 5" 


w20 7,» во 


в то время как пример 2.6.2 приводит к алгебраической К-теории. 
Остается сказать, что изложенное представляет собой лишь 
значительно упрощенный вариант теории, построенной к настоящему 
времени. Например, в примере 2.6.2 я рассматривая дискретное © 
кольцо К, а можно рассматривать топологическое кольцо К, 
скажем, поле действительных или комплексных чисел; это позволяет 
включить в рамки нашей теории топологическую К-леорию. При 
этом, конечно, надо топологизировать и категорию С. Здесь можно 
не останавливаться на полцути и считать, что как множество 
0$(С)объектов категории С, так и множество Мо%(С)ее мор- 
 физмов являются топологическими пространствами и что четыре 


структурных отображения | 


 o6nacrs определения: Мол, (С) — 0%(С), 
область значений: — Мол,(С) — 0% (С). 
тождественный морфизм: O6(C) — Мо»,(С), 
композиция: Мох, (С) x Мох,(С) — Мох, (С) 


непрерывны. Это не вносит существенных изменений в построение. 
классифицирующего пространства ВС, так как в $ 2.4 мы опре- 
делили не только геометрическую реализацию симплициальных 
множеств, но и геометрическую реализацию симплициальных тополо- 
гических пространств. Предтеорема 2.6.3 остается при этом спра- 
ведливой. р. 


0$(С) 


—_ 


§ 2,7, Кольцевые теории 


В этом параграфе я сделаю несколько, возможно несвоевремен- 
ных, замечаний о мультипликативных структурах. 

В алгебраической топологии обычно считают, что чем богаче 
алгебраическая структура, тем лучше. В частности, имеется поня- 
тие мультипликативНой обобщенной теории когомологий; в такой 
теории №" задано умножение 


R(X) ® R(X) — &Р"Х), 


или, если читатель предпочитает внешние умножения, заданы спа- 
ривания 


АРСО ® RY(Y) — 4" (кт) 


ИЛИ 


EX) ® ЕСГ) — Е UX AY). 


Специалисты по стабильной теории гомотопий позаботились о 
том, чтобы в теории спектров существовали понятия, соответст-. 
вующие этим понятиям теории обобщенных когомологий. Прежде все- 
го необходимо определить приведенное произведение Ел двух 
слектров; после этого можно ввести понятие "кольцевого спектра" 
Е как спектра с умножением. | 


M: EAE oe 


удовлетворяющим надлежащим аксиомам. К числу кольцевых спектров 
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относятся такие хорошо известные спектры, как спектр МО, и xax- 
дому кольцевому спектру отвечает мультипликативная теория кого- 


мологий. Подробности читатель найдет в roy, но я должен от- 
метить, что хотя изложенная там конструкция приведенного произ- 
ведения спектров пригодна для указанных выше целей, она, воз- 
можно, не будет достаточна для решения более серьезных задач. 

Другие примеры показывают со всей определенностью, что целе- 
сообразно рассматривать пространства Х. с двумя различными‘ 
структурными отображениями сс, и: KxX —Х, которые можно пред- 
ставлять себе как "сложение" и "умножение". 

Возьмем, например, пространство Х =S2'%S”™; в нем имеется 
операция сложения оС: XxX — Х которая возникает из равенства 
X =G2(S2" ^5")и использует "сложение петель", имеющееся в ‘лю- 
бом пространстве вида С2\У; имеется также операция умножения 
Mi XxX —~ X , возникающая из интерпретации пространства X как 
множества пунктированных отображений 5” б”и использующая | 
композицию таких отображений. Строго говоря, з этом примере же- 
лательно сделать переход к пределу при И, > co, age 

Пространство Х. с двумя такими операциями OC, м. можно назвать 
кольцевым пространством. Точнее, Х. называется кольцевым объек- 


том гомотопической категории, если об и © превращают функтор 
\ —[W,X] в бунктор со значениями в категории колец. Это, ко- 
нечно, налагает условия (с точностью до гомотопии) на отображе- 
ния © и AL, как порознь, так и вместе; например, с точностью до 
гомотопии должна иметь место дистрибутивность. | 

В частности, для кольцевого спектра Ё группа О-мерных 
когомологий Е °(\/) задает функтор в категорию колец, вследствие 
чего пространство б2”ЁЕ является кольцевым объектом гомотопиче- 
‚ской категории. Например, в случае  К-теории мы получаем, что 
пространство X = Zx BU является кольцевым пространством, в ко- 
тором сложение сс: XxX —Х индуцировано сложением Уитни вектор- 
ных расслоений, а умножение M: ХхХ —Х индуцировано тензорным ум- 
‚ ножением векторных расслоений. . 

Однако можно пойти еще дальше и потребовать, чтобы ос и Mo 
удовлетворяли соответствующим условиям не только с точностью до 


4) Изложение той xe самой конструкции приведенного aries legen 
можно найти в более доступной советскому читателю книге [168 As 
русский перевод которой готовится в издательстве "Наука". - 


Прим.перев. — 


гомотопии, но и с точностью до высших гомотопий, аналогичных 
рассматривавшимся в $ 2.2 и 2.3. Так мы приходим К ПОНЯТиИЮ 
кольцевого Е.„- пространства, | | 

Пусть имеется категория C двумя согласованными моноидаль- 
ными структурами в смысле $ 2.6. Например, в качестве 
можно взять категорию конечных множеств с операциями. 
дизъюнктного объединения и декартова умножения. При этом можно 
надеяться, что построенное в § 2.6 классифицирующее простран- 
ство ВС окажется кольцевым Ё„-пространством. 

Понятие кольцевого Ё. -пространства должно быть а 
точкой очень интересной и содержательной теории. Читатель мог 
бы надеяться, что имеет место аналог предтеоремы 2.3.2, кото- 
рый показал OH, что исследование Ё„„-Н-пространств На 
фактически равнозначно исследованию спектров. Однако спектраль- 
ный двойник кольцевого Ё„-пространства должен быть спектром 
с бесконечным количеством дополнительных структур.Легко понять, 
откуда они берутся: напишите какую-нибудь фразу типа "кольце- 
вой спектр Е; с умножением 1, которое коммутативно и ассоциа- 
THBHO с точностью до высших гомотопий", а затем постепенно пы- 
тайтесь придать этой фразе смысл. Для того чтобы сделать это, 
в высшей степени желательно иметь определение приведенного ум- 
ножения спектров, более близкое к идеальному; в частности, это 
умножение должно быть почти столь же ассоциативным, как декар- 
тово умножение пространств. Чтобы сделать это, было необходимо 
пересмотреть самые основания теории спектров. Такой пересмотр 
был предпринят, и результатом явилось понятие бесксординат- 
ного спектра, см. [99], гл. 2. Обычный спектр включает в себя 
по одному пространству Ё„ для каждого И,. Бескоординатный 
спектр состоит из пространств Е (У), определенных для каждого, 
конечномерного линейного подпространства У’. пространства К” 
при этом изоморфизмам У’ ->\”, удовлетворяющим определениым 
‘условиям, отвечают гомеоморфизмы Е; (У) —> Е(У’)Последние, по 
существу, сокращают объем данных до прежнего уровня, но в то 
Ke время они доставляют возможность автоматического контроля 
за неприятностями, возникающими обычно из-за перестановок коор- 
динат в надстройках. Я нисколько не сомневаюсь в достоинствах © 
бескоординатиных спектров: они позволяют усовертенствовать при- 
веденнне произведения и должным образом контролировать их по- 
ведение; но все хе я не желаю тратить время на их более под- 
_робное обсуждение. Скажу лишь, что при помощи связанных с Gec~ 


т. 


координатными спектрами технических деталей удается дать ‘удов- 
летворительное определение кольцевого №„.-спектра. — 

_ Некоторые считают, и это кажется вполне правдоподобным, что 
кольцевые Ё „-спектры окажутся полезными при изучении проблем, 
требующих очень точной информации о мультипликативных структу- 
pax, как, например, проблемы и сферических рас- 
слоений в обобщенных‘ теориях когомологий. 

_ Имеется также чуть более слабое понятие кольцевого Н._-спек- 
тра. Это спектральный аналог понятия eee ОЗУ 
ванного отображениями 


(ЕХ,)х_ (КлХл..^Х) EX, 


удовлетворяющими условиям гомотопической коммутативности неко- 
торых диаграмм. Это понятие, возможно, покажется гомотопическим 
топологам привлекательным; оно доставляет подходящий контекст 
для доказательства, например, теоремы Нисиды о нильпотентности 
[213]. По поводу кольцевых Н„-спектров ом. [98]. 

И в заключение параграфа несколько общих слов. Я не сомне- 
ваюсь, что намеченные здесь теории могут быть построены, до 
известнойостепени уже построены и, безусловно, заслуживают по- 
строения. Ибо стоит вводить мультипликативные структуры везде, 
где это только возможно. Однако. я пока не готов обсуждать это 
более подробно и отсылаю читателя к [99, 98]. 
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`Глава 3 
ЛОКАЛИЗАЦИЯ И ГРУППОВОЕ ПОПОЛНЕНИЕ 


окализ 


В этой главе мы увидим, что одно пространство может очень по- 
ходить на другое пространство, не будучи ему эквивалентным. Я co- 
бираюсь описать в ней две конструкции; каждая из них перерабатн- 
вает пространство Х в некоторое другое пространство, родствен- 
ное, но не эквивалентное ему. Начну с локализации, которая 5 oe 
никла в топологии всюду. 

В теории гомотопий идея рассмотрения 2-примарных проблем от- 
дельно от 3З-примарных восходит к Серру. [30 ] . В алгебре имеется 
функториальная конструкция, позволяющая выделить а-примарные 
проблемы, пренебрегая З-примарными, 5-примарными и другими проб- 
 лемами. Это достигается локализацией. Например, если ваша проб- 
лема касается '),-модулей, вы можете ввести кольцо Z, а) - КОЛЬ- 
цо целых чисел, локализованное по двойке, - как множество дробей 
о/$ е @, для которых Ф нечетно. Тогда локализацией 'Д.-мо- 

дуля М по двойке будет М м =Me,Z... Эффект этой конструк- 
°® Ции состоит в том, что 2-примарные проблемы остаются неизменны- 
ми, а З-примарные, 5-примарные и другие проблемы пропадают. Если 
же, наоборот, нужно избавиться от 2-примарных проблем и оставить 
все остальные, то можно воспользоваться произведением М® 221]. 

По-видимому, первым, кто полностью осознал, что в ов го- 
мотопий имеется аналог алгебраической локализации, был Сулливан © 
(149, 150]. Безусловно, открытие Сулливана имело широкий резо- 
нанс еще до того, как оно было опубликовано; надо отметить также, 
что некоторые математики работали в этом направлении независимо 
_и опубликовали свои работы раньше. | | 
Мы начнем рассмотрение этого предмета со следующего вопроса: 


‘как ввести коэффициенты B обобщенную теорию гомологий? Итак, 
пусть А - абелева группа. Путь решения нашей задачи абсолютно 
ясен. Вначале мы построим пространство Мура У, т.е. пространство 
с единственной нетривиальной группой гомологий, равной А. На- 
пример, выберем свободную Ф-резольвенту группы A, скажем. 


0 — к —Е—А —0; 


беря надлежащие букеты сфер, мы можем добиться, чтобы имели место 
изоморфизмы | 


Н,( У, 5") #R 
Н.С. 5") я; 


после этого можно построить такое отображение 
| | {: у 5" — у 5" 
pes yer 
что диаграмма — 


Н. (У 8°) RY 


peb we? 


ка Е. 


будет коммутативна. Нам остается положить — 


=(V_S")U,C( ¥,5°). 


Предположим теперь, что нам задана обобщенная теория гомоло- 
ГИЙ *.. Тогда можно определить соответствующую теорию ¢ с и 
фициентами, положив — 

(XaY). 


R(X; A): =k 


Из сказанного видно, что справедлива теорема об универсальных 
коэффициентах в виде точной последовательности 


ok nik) 8, А — & „СХ; А) Tor „@. 10, А)-=0. 


Отсюда совершенно ясно, как ввести коэффициенты в спектр. 
А именно, определим по aie Е новый спектр Е формулой 


Е. т. 


Если ограничиться случаем, ога: B ok отсутствует кручение, MH 


nem 


“oad | 


получаем на 


<. (Е) 
Н. (Е) 


IR 


Н.(Е)®А. 


WR 


Таким образом,мы определили функтор на категории спектров, дей- 
ствие которого на гомотопические группы №, и группы гомологий 
Н, выражается тензорным умножением на А. 

Возникает вопрос: существует ли конструкция на пространст- 
вах, согласующаяся на бесконечнократных пространствах. петель с 
приведенной конструкцией для спектров? Я говорю "пространства", 
но нам вполне достаточно односвязных С\/-комплексов. Впрочем, 
теорию можно сделать нечувствительной к некоторому количеству не- 
приятностей, чинимых фундаментальной группой, но не особенно 
большому, и я воздержусь от обсуждения этой BOSMORHOCTH. é; 

Случай, когда А есть подкольцо кольца рациональных чисел, 
не вызывает никаких затруднений. В этом случае Д-модуль М 
называется ДА-локальным, если он допускает струхтуру А-моду-. 
ля. (Если такая структура существует, то она единственна; более 
того, произвольный -гомоморфизм таких А-модулей является 
А-гомоморфизмом.) Пусть Х - односвязный СУ/-комплекс. Назо- 
вем его А-локальным, если (4 ) А-локальны его гомотопические © 
группы , (X) mg что эквивалентно, (44) ия его 
групин гомологий H, (X). | 


ТЕОРЕМА 3.7.1 (Cyamman [149], с. 49). Пусть х = односвяз- 


ный С\У-комплекс и А - подкольцо кольца рациональных ne 
Тогда существуют односвязный СУ/-комплекс Y и | ран 


$: Х —~ Y co следующими свойствами: — 
(i). Tpoctpanorso ^ _А-локально и отображение i: X — У 
универсально как отображение пространства 2 А-локальное 
странство. 


(it ) ‚отображение L локализует ‘томотопические группы, т.е. 
гомоморфизм _ 
t.: a (X): — к. (©) 


% 


цирует изоморфизм 


к. (Х)ФА 2+ © (Y). 


(444) Отображение % локализует группы целочисленных гомо- 
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‘worn, т.е. гомоморфизм. 


$, НоО-Нн ‚СС 


а изоморфизм a 
Н.(Х)ФА + H (У). 


Такое пространство У мы будем обозначать через ХА и рассма- 
тривать его как "пространство KX, локализованное введением ко- 
эффициентов из А". Например, XZ[4/2] означает такую локализа- 
цию пространства Х, при которой удаляются связанные с ним 2-при- 
марные проблемы и т.д. 

Позвольте мне привести набросок двух предложенных Сулливаном 
методов для построения пространства У. Прежде всего заметим, что 
если Х есть сфера 5”, то результат конструкции диктуется усло- 
вием (iit): за пространство Y следует принять пространство Мура 
типа (А, tv). Ho произвольныйС\/-комплекс | можно построить, по- 
следовательно приклеивая клетки СЗ”. Скопируем эту процедуру и 
построим пространство У, последовательно приклеивая конусы над 
‘пространствами Мура. Конечно, чтобы осуществить такую процедуру, 
необходимы соответствующие отображения, по которым мы будем прик- 
леивать наши KOHYCH, HO для этого существуют индуктивные предпо- 
ложения и леммы. 

Второй метод двойствен первому. Заметим, что если X - прост- 
ранство Эйленберга - Маклейна типа (1 , 1), то результат кон- 
струкции диктуется условием (it): за пространство Y следует 
принять пространство Эйленберга - Маклейна типа (TOA, rv). 

Но для любого пространства определена башня Постникова, т.е. 

‘пространство Х можно представить как итерированное расслоение, 
сложенное из пространств Эйленберга - Маклейна. Пространство ь 2 

MH снова строим индуктивно, последовательно локализуя простран- 

ства в башне Постникова пространства Х. последняя фреза предыду- 
щего абзаца при этом тоже дуализируется. 

В дальнейнем нам будет удобно обозначать пространство Эйлен- 
Oepra ~ Маклейна типа. (® , MM) через ЕМ @&, п) о 

Теперь я должен сказать кое-что о соли локализации. в савре- 
менной топологии.Отчасти она необходима как язык, позволяющий фор-. 
мулировать результаты, которые без локализации либо вообще нель- 
sa было бы офоркулировать, либо можно было бы сформулировать в 


Dp гл, 2 один ‘pas промелькнуло более привичное обозначение 
K(«, и). - Прим. перев. 


10-2 
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менее удобной форме. (Конечно, эти результаты могут иметь и та- 
кие следствия, которые прекрасно формулируются без всякой локали- 
зации.) В качестве примера первого типа можно привести утвержде- 
ние из книги Сулливана [149], с. 63: имеются гомотопические 
эквивалентности | 


(F/Top) Z[4/2] = ВО [4/2] , 
/Top)Z., * ПЕМ(и,, м), 


где a a следующие группы: 
м, = 0 ROSS 4 mod 4 | 
OT 0 10. 


Поскольку с ие точки зрения пространство Е у: Тор устро- 
‚ено не так, как с р-примарной, при нечетном р, то вряд ли мож- 
но описать fF / Тор ‚ не разделив простые числа. Применения сфор- 
мулированного POY ADEA лежат в теории многообразий. | 

Другой пример - приводимая ниже теорема 6.2.1 (теорема Vena 
ca - Придди) в формулировке использует локализацию и без локали- 
зации была бы неверна. = 
| Пример второго типа доставляет приводимая ниже теорема 5.1.1 
(гипотеза Адамса), первоначально сформулированная без помощи ло- 
кализации. Ее формулировка с локализацией намного удобнее и яс- 
нее. По первоначальному замыслу этот результат предполагалось 
применить для изучения -гомоморфизма в теории гомотопий. 

Как только возникает истинная необходимость в некотором мате- 
матическом языке, он появляется. Едва ли нужно обсуждать его 
роль как технического средства. (Это высказывание не исключает, 
конечно, возможности введения теми или иными авторами языка, без 
которого можно обойтись.) Тем не менее мне хотелось бы проиллюст- 
рировать полезность локализации несколькими примерами. — | 

Локализацию можно использовать для построения конечных 
Н-пространств, отличных от классических. Например, можно пост- 
роить конечный комплекс ЗС. pag является Н-пространством И 
Е a, neeaenth взгляд похож на Sp (2), a ва 3-примарный - на 

Это пространство Х -и не. Se? (посмотрите Ha 
него сквозь З-примарные очки), и не. 5% (рассмотрите его с 
2-примарной позиции). Это, вероятно, один из чистейших примеров 


"6 ; 


применения так называемого перемешивания по Забродскому [156 ]. 
Он чем-то напоминает монстров из средневековых сказок: голова = 
льва на теле лошади. Еще более жуткий способ заключается в том, 
чтобы взять две части животного и составить их, повернув одну из 
частей: возьмите льва, отрубите ему голову, а затем приделайте 
ее, обратив пастью назад. Именно так строится пример Хилтона - 
Ройтберга [67, 68] ; роль льва играет пространство Sp(2). 

В следующем примере мы отведем роль льва пространству HP” - 
бесконечномерному проективному пространству над телом кватернио- 
нов. Я утверждаю, что существует З-оёязный СМ/-комплекс X со 
следующими тремя свойствами: (i) S2X & 5%. (ii) Для всех 
простых р имеется гомотопическая эквивалентность XZ ‘ =НР” 2. 
Эти первые два свойства указывают на сходство этого пространст- 
ва Х с НР”; пространства с этими свойствами изучались Per~ 
тором [121 |. Ho третье свойство противоположно этим двум. Напом-- 
ним (см., например, § 1.8), что для любого отображения #: X BU 
‘определен полный класс Чженя. (44%) Если полный класс Чженя ото- 
бражения $ конечен, то он равен 1. Это условие ознаЧЪет почти 
полное отсутствие конечномерных векторных расслоений над Х, в 
B этом отношении Х совсем не похоже на НР” | 

Конечно, при использовании локализации aude необходимо 
знать кое-что такое, чего я не сказал. Теоремы 3.Т.Т вполне до- 
статочно, пока нас интересует переход от пространства к его ло- 
кализации. Но иногда нужно двигаться в противоположном направле- 
нии: зная локализованные пространства, восстановить глобальную 
картину, т.е. свойства исходного, нелокализованного пространст- 
ва. Рискуя показаться поверхностным, я ограничусь изложением 
двух результатов, с которыми, пожалуй, читателю aye ознакомить- 
ся, чем пропустить их. 

Первый результат полезен при объединении он получен- 
ной по двум множествам простых чисел. Пусть А и В - подкольца 
в кольце рациональных чисел. Тогда можно построить следующую ди- 


аграмму: 


(ph 


АПВ. — А 


| 


в = ACH 


| ПРЕДЛОЖЕНИЕ Эт. ие каждого ‚односвяан СУ'-комплекса. комплекса. | 
xX коммутативная диаграмма 


X(ANB) —— XA 


| 


XB ——- X(AeB) 


является как декартовым, так и кодекартовым квадратом. Более 

`° того, если \"- конечный односвязный С\/-комплекс, то отображение 
W +» X(ANB) 

с точностью до гомотопии восстанавливается по двум композициям 


W—X(ANB) ale 
=a 


иными словами, для отображений конечных комплексов выполнено 
сильное условие Майера - Вьеториса. 
Второй результат полезен, если мы пожелаем собрать воедино 
информацию, полученную отдельно для каждого прост ого р. 
_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.1.3. (a) Пусть Уи Х- = одноовязные CW-xon- 
плексы, причем комплекс с W конечен. Тогда отображени 
тех 
с точностью до гомотопии восстанавливается по композициям 
| W+teX—-XZ 


) 
(где р пробегает все простые а 
_ (8) Предположим теперь, что гомотопические группы комплек- 
са Х конечно порождены, по крайней ме мерностях <aim ИУ, 
ПУ сть даны Е | гв. | 
И. 


(по одному для каждого простого р), о что все композиции 
W—te XZ... — XQ 


лежат в общем гомотопическом Sinaia не зависящем OT р. Tora 


Symecrn ret отображение 
W a x. 
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такое, | что ДлЯ каждого р КОМПОЗИЦИЯ 
wW+X—XZ,, 
гомотопна р ь- 


Ограничения в этих предложениях отбросить нельзя. 
`Для дальнейшего чтения о локализациях и ссылок я рекомендо- 
вал бы [45, 46, 64, 65, 66, 97, 109] (а также [158%]. - Перев,), 


$ 3,2. Плюс-конструкция "и групповое пополнение 


Теперь мы займемся следующей задачей. Имеются два простран- 
ства Хи Y и отображение 4: Х — Y, индущируюее изоморфизмы 
групп гомологий, однако фундаментальные группы ®,(Х) и к (У) 
сильно различаются, а потому, чтобы гомологии были одинаковы, 
должны сильно различаться и высшие гомотопические группы. Воз- 
можна несколько другая ситу : индуцироваиный гомоморфизм 
£.: i (X;A) —Н “(Y A) является изоморфизмом лишь 
для некоторой подходящей группы коэффициентов А. 

Впервые о возможности такой ситуации я узнал из работы Квил- 
лена Lire В роли Y там выступает пространство BU, Чтобы по- 
строить А, выберем сначала некоторое простое Р: Пусть Fi - 
конечное поле из Ф элементов, и пусть Е’ - алгебраическоё за- 
мыкание поля РЁ’; а далее, Р 


Pp | 
GL(c, Ё») = UGL(n, Е) ) 


- бесконечномерная линейная группа над полем Ё’,. Мы будем рас- 
сматривать ее как дискретную группу, поскольку ругой разумной 
топологии на ней нет. В качестве пространства ane возьмем класси- 
фицирующее пространство  ВСИ. (ео, Ff). это пространство Эйлен- 
берга - Маклейна, у которого ма лаленьй группой являстся эта 
громадная неабелева группа GL (ео, Е. ), а все высшие гомотопи- 
ческие группы тривиальны. И все же Квиллен построил отображение 


$: BGL (0, F,) — BU 


и показал, что индуцированный гомоморфизм 


f*. H"( BGL (в. РА) — H"(BU; A) 


т) в некоторых работах. принят а квилленизация. - Прим. 
перев. 


является изоморфизмом для любой конечной группы A, не имеющей 
р-кручения. Но это значило, что в останпейся части рассуждения 
Квиллена пространство ВС. (е°,Ё* )могло служить вполне приемлемой 
заменой пространства BU, поскольку рассуждение основывалось на 
теории препятствий. Существа и цели рассуждения Квиллена я кос- 
нусь позднее (см. гл. 5). 

Квиллен рассмотрел также и случай пространств Y = ВО, 
X =ВО (с, F) (р. нечетно). 
_ Такое nods ражение Квиллен строит с помощью теории предотав- 
лений, используя ка ии Брауэра и Грина. А когда хорошее ото- 
бражение уже построено, очень хочется доказать, ‘что в когомоло- 
гиях оно индуцирует изоморфизм, путем прямого вычисления обеих 
групп когомологий; впрочем, Квиллен почти так и поступил, хотя и 
оформил это элегантнее. | 

Если кто-нибудь пожелает разобраться в истинной причине спра- 
ведливости этого результата (хотя это, возможно, теологическая 
проблема), ее, по-видимому, стоит поискать в алгебраической гео- 
метрии и этальной теории гомотопий. Однако подобное, конечно, 
‚ неверно в отношении примера, который я узнал вторым. 


Пусть 
Е. =U Bs 
- бесконечная симметрическая группа. Положим Х = ВЕ и 
тео" tim 9" 5" 


on 
Соответствующий результат для этого случая первым, по-моему, 
опубликовал Придди [114]. Однако почти каждый, кто занимался 
этим предметом, имеет, как мне кажется, свой любимый подход к нему. 
Элементарное доказательство упомянутой теоремы достаточно прос- 
то: можно ЯВНО указать отображение й 
{: BE — 27575 
и прямой проверкой убедиться, что. 
4: H,(BE,3A) —Н, (82° =” 5”, А) 


есть изоморфизм для любой rpymm коэффициентов А. 

Если вы пожелаете найти истинную причину справедливости э1о- 
го результата, то (с той же оговоркой, что и выше) „она, cog Or 
но, такова: при построении модели пространства $2 2. 


BU 


Lug: 


с помощью метода Мэя или с помощью любого другого имеющегося ме- 
тода вы используете только пространства Bx; и ничего больше. 
Однако это замечание приводит к новому вопросу, а именно: в каком 
смысле эта модель аппроксимирует пространство 2° & 5”? 

Сейчас известно, что такая ситуация типична: Кан и Терстон в 
работе ["6] показали, что почти любое пространство можно гомоло- 
гически аппроксимировать пространством Эйленберга - Маклейна 
ЕМ (®, 1), где © - некоторая таинственная искусственно пост- 
роенная группа. Однако нас больше интересуют случаи, когда такая 
ситуация возникает естественным образом. 

Я перехожу теперь к первому способу описания такой ситуации. 
Я думаю, что этот способ изобрел Квиллен [117] в связи с попыткой 
дать топологическое истолкование функтора Милнора К, (К), Пусть 

— топологическое пространство, и пусть WT - нормальная под 
группа фундаментальной группы TW, (Х), причем эта подгруппа со- 
вершенна, т.е. №, ®]=®. B nao примере мы возьмем X = BE.. 
и гримем за знакопеременную подгруппу группы 2. BO 
втором примере мы возьмем Х = BGL(o,R), а за грушу © при- 
mem подгруппу группы (©@1.(°, К), порожденную элементарными мат- 
рицами. Тогда можно построить пространство X* x отображение 
сх Хх. bap удовлетворяют следующим условиям: 

(+) 4.3 : %,(K) — в. (Х.)- эпиморфизм с ядром TW. 

(it) pie груша %,(X") действует на некоторой абелевой 
груше А, так что на X* и на Х возникают ыы системы 
коэффициентов. Тогда _ 

4 AKA) — BX 20 
- изоморризм. 

Эта KOHCT укция известна как плюс-конструкция Квиллена. Она 
позволяет сильно уменьшить фундаментальную группу пространства, 
не изменяя его когомологий. Принято не приводить детали этой — 
конструкции. В. исходном сообщении. Квиллен вместил в одну лекцию 
материал, которого хватило бы на три, а последующие авторы вовсе 
отказывались отводить место "уже известному". (Заслуживает, од- 
нако, похвалы Вагонер [154], проявивший внимание к своим читате- 
sm.) И все же я не пожалею на это места. — 

о Идея заключается в том, чтобы. сначала, добавив двумерные 
_ клетки, убить грушу ®, а затем, приклеив трехмерные клетки, 
нейтрализовать. воздействие двумерных. клеток на когомологии. Более 
° подробнс это целается так. Можно считать, что X есть CW-xom- 
_ Лекс. Пусть’ pik- —Х - - регулярное накритие, ‘соответствующее | 
: ван подгруппе т. a. ie Возьмем произвольный элемент. 


“Li-1 ‘at 


3% &« . Поскольку подгруппа_ > a этот элемент допу- 
скает представление вида 


om 
mie IT Ly. 2:1, 


{ ys И : 
где 4 ‚ ет. Пусть Х`и Х - одномерные остовы комплек- 
сов и Х. Так как отображение 


в ($) — w,(X) = 


эпиморфно, можно подобрать элементы Ц, и Я; us ® (KX, кото- 
рые переходят при этом отображении в у i и a . Можно построить — 
новый комплекс У, приклеивая к Х двумерную клетку по прикле- 

ивающему а ее из класса 


é pall, CY Я... 


iS Sak ee Pe 
Накрытие Х пространства X продолжается до накрытия Y про- 
странства “Г. Это пространство Y получается из пространства 

приклеиванием двумерных клеток, одна из _ которых приклеива- 
ется по отображению из класса 


fice. 21. 


а остальные получаются применением элементов группы G = 1 CO 
скольжений накрытия. 

Мы проделаем эту процедуру для emai! элементов DE и к 
порождающих WT как нормальную подгруппу . Пространства, ко- 
торце получатся в результате этого, мы снова обозначим через 
и У. Тогда. проотранотво ‘Y односвязно, и, согласно теореме 


ричи 


| 4%. = = H (®). 
Поскольку использованные при построении У приклеивающие отобра- 
жения гомологичны нулю в _ ‚ имеется разложение 


HY) = He F, 
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где Г - свободный Z [G |-модуль (от образующих, соответствую- 
щих клеткам, которые мы добавляем к X). Предположим, что 06- 
разы элементов 4, €% НХ: ) при изоморфизме Гуревича составля- 
or Z[G]-casuc в Ё’. Мы определяем как пространство, полу- 
ченное из Y приклеиванием трехмерных клеток, по отображениям из 
классов fy, 4 .- Накрывающее пространство - и. допускает такое 
же прямое описание, как $. Для каждого of имеется одна трех- 
мерная клетка, приклеенная по отображению из класса 2 ‚ а так- 
же клетки, полученные из нее преобразованиями из группы | (г. 
Если воспользоваться клеточными цепями, то комплекс относитель- 


ных цепей As “(X" JK) принимает вид 
De Fee 0 oe 0. 


Таким образом, вложение - с (x) aoe (X*) является цепной эк- 
вивалентностью над Z(G]. Свойства (©) и (4%) доказаны. 

Теперь мы можем дать первую квилленовскую конст рукцию высших 
групп алгебраической К-теории. Именно, возьмем пространство 
BGL Sa К) и применим к нему плюс-конструкцию, взяв в каче- 
стве © подгруппу в GL(ce, К), порожденную элементарными мат“ 
‘`рицами. После этого мы полагаем. 


К, (К) = п, (ВСТ. (=, RY). 


Конечно, в этом случае необходимо, чтобы условия (%) и (44) 
‘бпределяли X. с точностью до канонической гомотопической экви- 
валентности. Это доказывается непосредственно с помощью теории 
препятствий. При этом применяется условие (it), в котором в ка- 
честве системы коэффициентов А берутся гомотопические группы 
одного из кандидатов. на пространство %: — будем обозначать их 
о через W(X *), Ho во всех интересных случаях Sy явля 
ется Н-проотранотвом, а следовательно, действие группы TW OX ") 
на ©,(X") тривиально. Возникает ощущение, что, может быть, 
можно ‘избавиться OT суеты и Пе связанных с локаль- 
ными коэффициентами. | 

_К сожалению, наших данных. недостаточно, чтобы ввести Ha .x* 
структуру Н-прост ранства или даже просто доказать тривиаль- 
ность действия TT Ao 34 ) на © № AX 7. Tem He менее в наших ‚приме- 
рах кое-что можно’ проверить ‘непосредственно. Рассмотрим, напри- 
` мер; случай. X= BE _ Мы можем построить гомоморуизм 
пд а" Е. ‚ заставляя г первый. сомножитель_ ae 
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переставлять нечетные числа, a ОЙ сомножитель я. — четные. 
числа. Конструкция классифицирующего пространства преобразует 
произведения в произведения, поэтому мы получаем отображение 


Bau: ВЕ.* Br, — ВХ. 


Однако это отображение не задает на Х = BL. структуру Н- 
пространства, поскольку отмеченная точка не является единицей. 
Но ВЯ 4 не может быть Н-пространством, так как его фунда- 
Ментальная группа 2 | неабелева. Однако плюс-конструкция функ- 
ториальна и орет. ке: Поэтому мы an также 
отображение | 


(Bu): (ВЕ. x (BE) (Br, №. 


их ВЫ, что ограничения отображения (Buy на (BZ. Уз 

«(ВУ „) являются гомотопическими эквивалентностями. По- 
tal даже если отображение (Вы и He является Ион, | 
его можно заменить умножением: 


me: (BE) (ВЯ. — (BE, Pe 


_ ДЛЯ которого ‘отмеченная точка являбтся настоящей: единицей. Та- 
ким образом, действие группы 3 (BE, ух) на ® ((ВХ., }* a 
тривиально.. 

случай Х = BGL Lt uae аналогичен. Можяо построить томо- 
орз | 


В СЕ, К) = 61. R) > 61, R), 


заставляя первую матрицу действовать на базисных векторах с не- 
четными номерами, а вторую матрицу - на базисных векторах с чет- 
НЫМИ номерами. Далее рассуждение такое же, как выше. — 
_ Абсолютно ‘ясно, как аксиоматизировать эту ситуацию. Аксиомы. 
должны состоять в том, что Х = ВС, где G = МС, и груп- 
пы (Cr, составляют пермутативную категорию. Torma пространство. 
x" MOH охарактеризовать следующими свойствами: = 

(+). % пя (Xe) = 8 ) - эшиморфизм с ядром Ч; 

(iit) xetorere 1 К AX +) 5 « (X *) тривиально при всех Мл 

(iv) 1, Ее YH ar eecuopinan (с MOCTOAHHHMH — 
коэффициентами > 3 | 


Теперь я перейду ко второй теме. В $ 2.3 я пообещал читателю 
одну вещь, а именно описать соотношение между пространствами М 
и ВМ, rae М - топологический моноид, не обязательно связный. 
Конечно, имеется отображение М —>$2BM,u нам хотелось бы опи- 
сать гомологическое поведение этого отображения. Типичная ситуа- 
ция состоит в том, что оно не индуцирует изоморфизм на группах 
томологий отдельной компоненты моноида М, но изоморфизм полу- 
чится, если перейти к пределу по компонентам моноида М. Мы 
дадим сейчас некоторые общие определения, а затем перейдем к при- 
мерам. — 
Если Х есть Н-пространстьо, то умножение в нем задает ум- 
ножение в ®,(Х.). Назовем пространство KX группоподобным, если 
это juscmonne превращает ,(Х.)в группу. Например, любое прост 
ранство петель Prymonogodio; поскольку (52%) = T, ear 
Нам не хотелось бы требовать + pyintomoabGnoote рассматриваемых на- 
ми моноидов М. Ведь в наших примерах 


м м Uf BE,, 
Cy M = LI BGL (n,R). 


Те (М) есть моноид То, I, 2, ...} с обычным сложением. Но 
aye и не ограничиваться этим специальным моноидом, поскольку 
могут потребоваться другие приложения. Например, в контексте ал- 
гебраической К-теории мы имеем дело с категорией конечно порож- 
денных проективных К-модулей. и их изоморфизмов, и в этом слу- 
чае 1, (М) есть моноид Гротендика классов изоморфных конечно по- 
рожденных проективных К-модулей (относительно сложения). 
_ Обозначим через оС типичный элемент моноида ,(М)и через 
М. соответствующую совоНую 2 компоненту моноида М; в частно- 
es в примерах (0%) и (4) М „‚ есть Bz. или BGL(n, К’)для 
а М: ИР уе 

_ Построим теперь BM, классифицирующее пространство моноида 

М, я пространство петель $2 ВМ пространства ВМ. Имеется 


отображение 
с. M - — O2BM, 


‘причем оно согласовано со структурой Н-пространств. Легко опи- 
‚сать его воздействие на о : ae re 9 (Se BM) является универ- 
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зальной группой, ассоциированной с моноидом Tv (М), а 
i, © (М) — = К. @,(S2BM) : 
есть универсальное отображение. 
Ap приведенных примерах (%) и ($) ® (М) = [0,1,.2, Е 
и @,(SeBM)=Z. Однако, если мы имеем дело с категорией ( 
ана порожденных проективных К -модулей и их изоморфизмов, 
то мы получим 


%,(52ВМ) = K (К). 


Так как к ВМ ~ группоподобное 5 ae все. его 
связные компоненты гомотопически эквивалентны. Поэтому 


ВМ =, (52ВМ)х ($2BM)). 


Однако связные компоненты моноида М ве ES гомотопиче- 
ски эквивалентны. В приведенных выше примерах (%) и (4) 


M,=BL,, M,=BGL(n, R). 


Очевидно, YO в этих ры Hac интересует _ пространств 
M, при wee, т.е. Bh или ВОТ, (©, К 


" TEOPEMA 3.2. (теорема о групповом пополнении fat, 27, 93, 
94, ТОТ, 120, 127] ). При соответствующих предположениях 


Ling, HAM) = H (925M), ) 


сет, 


есть изоморфизм; эквивалентная оркулировка: 


[к (вме, ggg He(M) — НВМ) 


есть изоморфизм, 


Прежде чем объяснять предположения и заключение этой теоре- 
мы, я хотел бы привести пример ее использования. 


СЛЕДСТВИЕ 3.2.2. В рассмотренных выше двух примерах 

| М. =ВЕ, = М, = ВОт. (и, К) 
выполнены соотношения = gears | a? 

_ (ВМ), =(BE,.), (SBM), =(BGL(~, К)". 


`С более общей точки зрения. можно сказать, что эта теорема 
доказывает согласованность обоих подходов к построению высших 
_ К-груш К,(К). Первый подход - это подход Квиллена через. 
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плюо-конструкцию; в этом случае определение таково: K (RK) = 
= @.((BGL(e, K))° ). При втором подходе категория конеч- 
но порожденных К-модулей помещается в некоторую машину; на вы- 
ходе получается Ge-cnexTp с нулевым членом $8 ВМ, и группы 
К.(К) возникают как гомотопические группы этого. спектра. Плюс- 
конструкция намного элементарнее, но она определяет только гомо- 
топический тип и ничего более; нулевой же член ©д-спектра полу- 
чается с намного более богатой структурой. 


Набросок доказательства следствия 
3.2.2. Пусть М. есть Lim Мите. в рассматриваемых слу- 
чаях BO, или ВОТ (оо, К). Легко построить отображение 
этого пространства в ($2BM),, и, согласно нашей теореме, это 
отображение индуцирует изоморфизм в гомологиях. Так как (59 ВМ), 
есть Н-пространство, то | 


,((S2BM),) = H,(S2BM),) = Н,(М.) = 


(Му (М), (М... 


Следовательно, выполнено наложенное выше условие на фундаменталь- 
ную группу. Поэтому ясно, wo пространство (62ВМ) удовлетворяет. 
условиям (4), (iit) и (41), характеризующим Х”, дляХ=М.. 
С некоторой точки зрения кажется соблазнительным попытаться 
усилить теорему о групповом пополнении, распространив ее заключе- 
ние на когомологии с локальными коэффициентами. Тогда можно было 
бы для (S2BM), ограничиться проверкой условий ($) и (it). Ho 
без этого можно обойтись, и я не вижу особых преимуществ в таком 
усилении. _ mee | к 
‚ Теперь поясним формулировку и предположения нашей теоремы. 
Вторая часть утверждения поясняет сама себя. Как Z[%,(G2BM)], 
так и Н,(М) отображаются в грушу Н,(62ВМ ) ‚ которая явля- 
ется кольцом по отномению к умножению Понтрягина, а отображение 


2[«, (вм) ен, (М) —Н, (ВМ) 


_ билинейно над. 7 [к (МЛ 1) | 


Dro внес | 5, ® L = el ® | ; при 
хе [ж(с2ВМ\|, ye „(М), се Як, (М)1 г 
_ Прим. перев. — 
87. 


Осталось объяснить, B каком смысле. понимается предел в пер- 
вой части утверждения. Левый перенос, т.е. умножение слева на _ 
сек (М), задает отображение. 


Н,(М,) — Hy(M,,). 


Имеется диаграмма = 7 


НИ, (BM), ae 


HM.) —Н девы) <p) 


Поэтому если в этой системе им MOXHO т к пределу, 
мы получим отображение 


Ying H ‚(М ‚)— — LinyH (авы), ь). 


Но справа стоит предел по т поэтому отображение из 
Н, (52 ВМ). ) в предел также является изоморфизмом. | 
Теперь попробуем указать достаточные условия согласованнос- 
ти системы с пределами. Мы сделаем следующие допущения. 
(i) Для любых ©С, ‚В из (М) супествуют т. 9 из 
5 (М), такие, что | 
< = 06. 


(it) Если в (М) выполняется равенство 


Pod Ра 


то дял ивкоторого 9 з ® »(M) 


бо = 0p. | 
Оба предположения тривиальны, если моноид ‚(Мк коммутати- 
вен: в ($) можно положить {= ‚ 0 =, ав (it) oC 


Но в наших примерах (0%) и ($), а также во всех аналогичных _ 
приложениях умножение №: МхМ — М на самом деле гомото- 
пически коммутативно. (Оба примера возникают из подходящих 
категорий. При доказательстве гомотопической KOMMYT aT ивности ис- 
‘пользуется естественный изоморфизм с: O = Ov, HO не его коге- 
рентность.) Поэтому мы можем безбоязненно делать любое. предпо- | 
ложение, более слабое, чем условие гомотопической коммутативнос- 
ти, в частности предположение о коммутативности моноида T at М). 
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Bupowen, условия (1) и (it) могут выполняться и в отсутствие 
коммутативности ® М. 

Из этих предположений вытекает, что Lik „@аВМявляется плос- 
KUM Z[«, (М) |-модулем. Например, в случае, когда ® о(М = 
={о, т, 2, aes ; rae i утверждение означает, чо кольшо 
конечных рядов Лорана {| 4,+ | является плоским модулем над 
кольцом многочленов | = Объяснение в общем случае такое же, 
как и в этом частном случае: Lx, (Q2BM)] есть прямой предел 
свободных модулей, Из этих оховий вытекает и изоморфизм 


Z[x,(S2BM)] ® 2, my te (М) = Z[x,(2BMJ@, timH,(M.), 


Z — У 
поэтому обе формулировки теоремы эквивалентны. 
'Нам потребуется также следующее. Пусть ] © ® (М). Тогда 
правый сдвиг на $ перестановочен со всеми отображениямя индук- 
тивной системы, и, следовательно, этот сдвиг задает отображение 


tiny H,(M se i tim H,(M „). 


Мне хотелось бы, чтобы это отображение было изоморфизмом при 
всех уа®,(М). это, конечно, так, если моноид М гомотопиче- 
ски коммутативен, поскольку в этом случае правый сдвиг на 
гомотопен левому сдвигу на т: Это условие также и необходимо, 
поскольку правый сдвиг. на 1 ty a разумеется, задает изоморфизм 


_ Н‚(&2вм) — Н, (ВМ). 


При таких предположениях можно дать. ия набросок дока- 
зательства теоремы. Справа мы имеем расслоение 


2BM — EBM — BM, 


и для этого расслоения определена классическая спектральная по- 
следовательность Серра. Пространство петель $2 ВМ действует сле- 
ва на ЕВМ, и потому эта спектральная последовательность яв- 
ляется спектральной последовательностью левых модулей над 
H,G2BM). ясно такко, aro эта спектральная последовательность 
имеет вид. 


H,(BM; 5) => Н (pe), 


rae S.: система локальных. x козщициентов, над каждой точкой — 
изоморфных Н,(58ВМ). — | 
Слева мы имеем конструкцию = 

м - — ‘EM - > ‚ВМ, 


Е. 


причем моноид М действует на ЕМ послойно по отношению к про- 
екции в ВМ. Эта конструкция не является расслоением ни в каком 
из обычных смыслов. Тем не менее имеется спектральная последова- 
тельность | 
| / 

7 /HABM, $) © 1, (at). 
Здесь 5’ - система коэффициентов, которая даже не локальна, по- 
скольку граничные гомоморфизмы, возникающие на гранях симплексов 
из ВМ,не являются изоморфизмами. Однако коэффициенты в каждой 
точке изоморфиы кольцу Н,(М). Более того, эта спектральная по- 
следовательность состоит из левых модулей над Н (М). 

Я не сомневаюсь, что всякий, кто владеет соответствующей те- 
хникой, без труда сможет определить отображение из второй спект- 
ральной последовательности в первую, сравнивающее ‘эти спектраль- 
ные последовательности и являющееся отображением левых модулей 
над H,(M). 


Локализуем теперь вторую спектральную последовательность по- 
‘средством операции. 


2. [о (S2BM)| © ore any” 


Этот функтор сохраняет точность, о чем уже говорилось, а поэтому 
мы снова получаем спектральную последовательность. Более того, 
новая спектральная последовательность по-прежнему отображается 
в первую спектральную носледовательность. Во граничные отображе- 
ния в системе коэффициентов 3’ задаются правыми сдвигами, поэто+ 
му при локализации они, согласно предположению, делаются изомор- 
физмами, и после. локализации мы получаем уже локальную систему 
коэффициентов 5", которая в каждой точке есть 
2 [№ (52ВМ)] о, (ня Н,(М) 

я которая отображается в $. 

Теперь мы поворачиваем рукоятку теоремы сравнения спектраль- 
HHX последовательностей. их индукцию, предположим, что 


Zie (SBM) OL. cag Hatt) — H(@BM) 


| ut 
есть изоморфизм в размерностях <И», так wor S —5- 
изоморфизм в размерностях <I. Тогда, очевидно, и = 


_НвВМ;5„) —H,(BM;S,.) 


есть изоморфизм, T.6.— 


7, 2. [в (52ВМ)] ® 


Zl, (&2ВМ)] Н (М) > 


ax «,(M)] ~~ 


— 7 "Ze (@8H)] H, (&e BM ) 


есть изоморфизм, а потому и 


fim H Mo) oe Н (25M), ) 


| 


__ изоморфизм. ани: теорема верна и в размерности 
п, . Набросок доказательства закончен. ` 


Ш 


ЭТ 


 Puapa 4 
ТРАНСФЕР 


5 4,1. Введение 


Понятие трансфера тесно переплетается с вопросами, подняты- 
ми в гл. I. Дело в том, что трансфер позволяет определить в каж- 
дой из групи некоторой теории когомологий, например в 


Е (Х) =[XU(pt), 2” Е], 


дополнительную структуру, которая в общем случае в [XU (pt), У] | 
отсутствует. Эта дополнительная структура тает структуру бес. 
конечнократного пространства петель на © ‘ 

Каждому, кто изучает алгебраическую топологию, можно рекомен- 
довать хотя бы немного ознакомиться с понятием трансфера, по- 
скольку упомянутая дополнительная структура является еще одним 
‚ мощным средством для выполнения вычислений и доказательств. Нам 
она потребуется в гл. 5, содержащей применение трансфера; она 
также существенно используется в гл. 6. Эти причины побуждают 
меня посвятить трансферу отдельную короткую главу. 

В настоящем $ 4.1 я попытаюсь привести все основные идеи в 
квазиисторической последовательности. В $ 4.2 я расскажу о свя- 
зи между трансфером и структурными отображениями, | подобными 
рессматривавшимся в гл. 2. В $ 4.3 я упомяну о некоторых формаль+ 
ных свойствах трансфера, которые особенно важны для его примене- 
ний; этот параграф заканчивается своего рода рабочим примером. 

Наиболее известен трансфер в обычных гомологиях и когомоло-. 
гиях (6м. также [159%] . - Перев.). Подход, который я намечу, 

_ восходит к Экману se) 2 Пусть у 
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есть П.-листное накрытие, Т.е. локально тривиальное расслоение, 
слоем которого является дискретное пространство из М, точек; 
можно также понимать его как расслоение в смысле Стинрода, струк- 
турной группой которого является симметрическая груша $ . 
Для того чгобы определить трансфер | 


pC (Y) о» 


достаточно сказать, что это отображение линейно, и задать его. на 
образующих. Если мы используем сингулярные цепи, то „образующими 

комплекса (; „(У)служат сингулярные симплексы f: 6 — Y. Kan-+ 
дому сингулярному симплексу ¢: on —— < соответствует равно 


и, сингулярных симплексов 6" —Х, 
Положим $ АЕ а |. 


Wi -Cglpe=t. 


т.е. pit есть сумма сингулярных симплексов, лежащих, над $. 
‚ Оказывается, чго 


pid = dp’, 
т.е. транофер - цепное отображение. Действительно, если 
©.: on! — 6"™ - это операторы граней, a ре 
en Pa всех сингулярных [1—CHMILICKCOB, для которых =f, 
р ge render множество всех сингулярных ой 4.28 
Coa — X, для которых ph = fd,. , 


Раосцотрим reneps подпространство B в Y и положим 
В<Х. Тогда о' отобрахает C_(B) aC mA). Полу- 
ен цепное отображение | 


p's С.С, В) = C (KA). 


Вводя в качестве области коэффициентов абелеву группу A MH 
получим цепное отображение 


pi: Об ВЕ) ССАНА 
И коцепное т 


[pe С “(У 8; A)=-C "ОБА; A). 


Наконец, ‘переходя к гомологиям и когомологиям, мы получим инду- 
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цированные гомоморфизмы | 


p!: Н.С В; А) — H_(X,A;A), 
р.Н”СК, В;А) — H(XA;A). 


Отметим, что направления стрелок противоположны направлениям 
стрелок в обычных гомоморфизмах Py» р: индуцированных про- 


экцией 
PAs 2, В. 


Каждое из отображений ю', Ю, ‚ называется трансфером. Если нет 
необходимости уточнять |), TO можно пользоваться обозначением 
Тл.. К формальным свойствам трансферов р' и р, мы обратимся 
позднее. = 

Не мешает привести аа пример использования трансфера. 
Я приведу пример из теории когомологий групп. Пусть (+ - конеч- 
ная группе. и © - ее подгруппа. Рассмотрим классифицирующее 
пространство ВС групы С, являющееся также пространством | 
Эйленберга - Маклейна типа ( (С, 1). Это пространство нак 
ptca пространством BO. Накрытие И,-листно, где М, = |Си|/|5 | - 
индекс подгруппы © в Ст. Имеется следующая коммутативная ди- 
аграмма: 


H*(BS; A) 
в м. | Tr 
H"(BG;: A) —— H*(BG;A) 


Мы видим, что если n: A ee ~ изоморфизм, то 
р*: H"(BG; A) — H"(BS; A) 


- мономорфизм Ha прямое слагаемое. В гл. 12 книги [51| можно 
найти упоминание о ранней работе Дж. Тейта на эту тему. 
Следующая идея состоит в том, что трансфер можно определить 
не только в обычных теориях когомологий. В 1961 г. такое пост- 
роение в комплексной К-теории провел Атья (см. [17], с. 26). 
Пусть ©: Х —> Y - конечнолистное накрытие. Предположим (для 
простотн), что Х и Y конечномерны. Пусть & - комплексное 
векторное pga над X. Комплексное векторное расслоение 
р,& над Y можно построить следующим образом. В качестве слоя. 
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(р, С), в точке yey MH возьмем 
(pad, = ee а. 


Эти слои очевидным образом составляют векторное расслоение. По- 
_ скольку р, сохраняет сложение, мы получаем гомоморфизм 

p,: K(X) — КСО. 

‚ Это и есть трансфер Атьи. 

Комплексная К-теория подтверждает, что для обобщенных те- 
opm когомологий равенства Т»% p* = М, как формальноге свой- 
ства трансферов может и не быть. Действительно, возьмем в ка- 
честве ф:Х —> Y универсальное М,-листное накрытие над 
Bi. . Проверим формулу на элементе I, тривиальном линейном 
раослоении над Y = ВЕ „Тогда Tu р *{ не есть тривиальное И,- 
мерное расслоение.(Напротив, это расслоение соответствует пред- 
ставлению, при котором $, действует на С” посредством пере- 
становок координат.) 

Оказывается, однако, что отсутствие равенства T р = И, 
делает. теорию более, а не менее интересной. 

Вообще можно сказать, что явное геометрическое определение 
обобщенной теории когомологий часто позволяет дать явное ad, Ч | 
геометрическое определение трансфера. Такие определения cd 
очень удобны для вычислений и помогут многое прояснить. sala } 
если у нас есть также и некоторая общая теория трансферов, то, 
конечно, нужно доказывать, что наши определения ao Нос согласу- 
ются с общими определениями, а такие доказательства могут быть 
основаны только на деталях каждого частного случая. В случае 
трансфера Атьи см. [74], предложение 2.4, с. 984. 

Цервая известная мне работа, посвященная I~ теории транс- 
фера,- это работа Бордмана 1966 г. В [35], гл. У, $ 6, он опреде- 
ляет восемь "прямых" гомоморфизмов, или гомоморфизмов Гизина, ко- 
торые он называет трансферами. Из них нам наиболее подходит го- 
моморфизм (%) (правда, Бордман склонен предполагать, что Х и 
У - многообразия) . порте, в этом источнике стоило бы еще по- 
копаться. 

Далее следует упомянуть РТВ диссертацию Роуша 
(1971 г.) [122]. Роуш констатирует, что некоторые из его резуль- 
татов получены независимо Квилленом. В его работе мы находим 
важное геометрическое наблюдение. Пусть р: Х -—- У- локально 
тривиальное расслоение с .конечными слоями; не обязательно пред- 
полагать, что все они состоят одного и того Ke числа элемев-- 
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тов, если Y несвязно. Sect для удобства считать, что Y есть 
С\/-комплекс, и наделим Х соответотвующей С -структурой. Пусть 
В - подкомплекс в Y x, как и выше, А=р` `В. 


КОНСТРУКЦИЯ 4.Т.Т. om данные ест АД 
спектров 
ps D°(¥/B) = E(K/A). 


| Отметим, что здесь переход (Х,А) ‚> Х/А следует понимать кан 
функтор из категории пар в категорию пространств с отмеченной 
точкой: подпространство А отождествляется в новую точку, кото- 
рая и считается отмеченной; в частности, в случае пустого A 


получаем Х/@ = XU (pt). 

Очевидно, что такое отображение p позволяет получить транс- 
феры сразу во всех обобщенных теориях когомологий. Действитель- 
но, для обобщенной теории когомологий Ё”, соответствующей спек- 
тру Ё, получается отображение | 

9 ео | 
Е (Х,А) = [= (X/A), E | 
| [5 
EY,B) = [2"(¥/B),E] | 
Имеет место аналогичное отображение c Ё”( )вместо Е). 
Этот транофер естествен относительно отображений Ё, > ЕЁ; 
иными словами, если $: Е, — Е - отображение спектров, то ком- 

мутативна следующая диаграмма: 


[E“(X/A), Е] ft [Е"О/АЕ 
| (р')* | | [5 | 
[e"(¥/B), Е] — [E°(v/B),F] 

Наоборот, если мы хотим определить трансфер. сразу для всех обоб- 


щенных теорий когомологий, естественный В указанном ‘смысле, то 
нь надежда - на отображение 


ph E"(Y/B) — ЕСА) 


(ках 1 это видно из леммы Йонеды или из подстановки Е= 2 СА), 
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о Геометрическая идея конструкции 4.1.1 достаточно mpoora и про- 
зрачна. Вначале предположим, что Х и Y конечномерны, скажем, 

их размерность <a. Построим произведение YI "пространства Y 
на стандартный И,-мерный куб. При достаточно большом И, накрытие 
р: Х —\У допускает вложение в проекцию 


Yx(IntI'™) he ¥. 


Иначе говоря, MORHO построить коммутативную диаграмму, в которой 
е вкладывает Хв Y~«(IntI™ ): 


X —— yx” 


NA 


Для этого необходимо иметь достаточно места, чтобы раздвинуть 

слои накрытия; можно взять IU > Ol. Далее построим кубчатую ок- 
стность (кубическую трубчатую окрестность) подпространства X 

BY], Иными словами, мы строим коммутативную диаграмму вида 


Хх Хх" — yxy” 


о 


Здесь ©’есть вложение пространства X sXxI™, построенное по 
центру куба I“, а отображение e” для каждой точки чЕХ осуще- 
ствляет вложение конечного числа непересекающихся маленьких ку- 
биков в [”. Каждый из этих маленьких кубиков хх] “вкладивается 
00 формуле 

(<, Hyp) == (т ere, m,x,+C,,...,M, 2, +C,) 
(см. гл. 2). 

Конечно, если вы предпочитаете строить вложение е“ простран- 
ства Хх[” прямо, не используя строительных лесов в виде вложе- 
вия @ пространства. i @ это только лучше, ибо все, что нам нуж- 
но, - это вложение @^. 

При всех обстоятельствах, стягивая в точку дополнение кубча- 
той окрестности, а также подпгостранство В *[”, мы получим oro 


13-1 


ye 


‘бражение | 
AG aE ae gt Xx" 


ae rah acres От ат 
и ais VAxI 
RB m(X/A) 


Это и‘есть нужное нам отображение. 

_ По своей форме наша конструкция включает в себя произвольный 
выбор, : необходимо доказать, что ее результат от этого выбора 
не зависит. Предположим, что конструкция проделана дважды, с вы- 
бором 1, и И, в качестве Ил, о выбором @, и ©, в качестве 
@ ит.д. Увеличим I, и rv, до некоторого общего значения fl, B 
это. И, возьмем настолько большим, насколько потребуетоя. Увели- 
чивая куб [ ° до куба [ и отводя координатам ©. .1,..., Ly, 
пассивную роль в конструкции, мы заменяем Po над тройкой 

2 ‘о. Аналогично поступим с отображением р,. Теперь не- 
трудно. построить диаграмму 


[хх He [xXx [" 2 [xy Г" 
aes м oe 
i gee ae 


которая согласуется с данными диаграммами на концах $ =Он+=1 
интервала времени [. Таким образом, получается отображение 


IxE"(¥/B) __ Ix (КИА) 


Ix pt Ix pt | 


которое и дает нужную гомотопию. 

Наконец, если Х и Y = бесконечномерные комплексы, мы дол- 
‘HH будем проводить построение по остовам Х” и ; при увели- 
чении ©[ мы будем соответственно увеличивать И», и. необ- 
ходимо позаботиться, чтобы то, что мы построим для A+ {, было 
согласовано с тем, что мы построили для ©. Именно здесь нам по- 
требуется предельный переход, а для него необходимы спектры 


ОА) и ЕС). 
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Читатель может самостоятельно удостовериться в TOM, что при- 
меняя обычные гомологии или когомологии к отображению 


р': £°(Y/B) — ЕСА) 


нз конструкции 4.1.1, OH получит результат, согласованный с клас+ 
сической конструкцией Экмана, с которой мы начали наш рассказ. 

_ (Нужно заменить сингулярные симплексы г клетками, или см. [74 |, 
предложение 2.1, с. 983.) 

Теория Роуша позволяет также установить связь между трансфе- 
pom и структурными отображениями типа, рассмотренного в гл. 2. 

_ Мы поговорим об этом в $ 4.2, 

Очевидно, что отображения | из конструкции 4.Т.Т должны 
иметь хорошие формальные свойства. Сейчас мы отложим это, и 
вспомним о них в $ 4.3. 

Теперь я вставлю замечание, относящееся к нашей основной BCX 
ме. Мы видим, что для того, чтобы контравариантный функтор &(Х) 
мог быть нулевым членом теории когомологий, нужно, чтобы сущест- 
вовали трансферы 


р: R(X) — R(Y) 


для всех конечиолистных накрытий р: Хх = У; несомненно, при 
желании можно указать явные аксиомы, которым подчиняются эти 
трансферы. Одно время была даже гипотеза (см. [rar], с, 50), что 
существование трансфера является достаточным условием. Иначе го- 
воря, любой представимый функтор со значениями в категории групп, 
оснащенный траноферами, которые удовлетворяют надлежащим услови- 
ям, является нулевым членом некоторой теории когомологий. Однако 
теперь известно, что это не так; контриример к этой гипотезе 
анонсировал Курэйнес (7. Kraines) на конференции в Эванстоне 
в 1977 г. (см. [{65"], - Перев.). 

Таким образом, мы видим, что в проблемах, касающихся бесконеч- 
нократных пространств петель, условия, Доставляемые трансфером, 
необходимы, но, вообще говоря, не достаточны. Однако остается 
возможность, что эти условия окажутся достаточиными в интересую- 
щих нас случаях. Мы еще вернемся к этому в гл. 6. 

Внимание топологов к трансферу привлекла хорошо известная ра- 
бота Кана и Придди [24 | ‚ появившаяся в 1972 г. Кан и Придди пи- 

сали там: ”... существование трансфера кажется хорошо известным 

фактом, но нам неизвестна ни одна публикация на этот счет“. Так 
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топологический мир узнал, что все хорошо информированные специа- 
листн должны были бы знать о трансфере, хотя в действительности. 
о нем знали лишь те, кому очень повезло. 

Вероятно, стоит сформулировать полученный Каном и Придди ре- 
зультат, поскольку быстрое распространение всеобщей убежденнос- 
ти в достоинствах трансфера во многом обязано решению ими одной 
из важных проблем теории гомотопий. 

Рассмотрим 

60°" ct Я "а". 
И, ->оо 


= 00 gy 0000,0 
Возьмем одну из компонент этого пространства, cKaxem | $2 Leo), 


Локализуем ее по двойке; получим, скажем, (G2Q~ ES) „° ORB 

зывается, что это пространство является прямым сомножителем про- 
| co со ео 3 

странства S22; IX P™. Более точно, 


QE RP™ = (Q7E"S*), x (?), 


где Хх - знак прямого произведения, a (?) - неизвестный множи- 
тель. В частности, стабильные гомотопические группы пространст- 
ва КР” эпиморфно отображаются на 2-примарные компоненты ота- 
бильных гомотопических групп сфер в положительных размерностях, 
и ядро этого эпиморфизма - прямое слагаемое. Этот эпиморфизм ин- 
дуцирован хорошо известным отображением спектров. Однако встреч- 
ный мономорфизм, задающий расщепление, не может индуцироваться 
никаким отображением спектров; он может индуцироваться только 
отображением пространств. Поэтому этот результат интересен и с 
методологической точки зрения, поскольку использование "неста- 
бильной" геометрии оказывается существенным для доказательства 
"стабильного" результата. 

Имеется аналогичный результат и для простых + 2, Можно 
заменить КР” пространством BZ, , однако это неоправданно боль- 
moe пространство. Можно заменить КР” пространством BZ, , но 
оно не р -примарно. По-вилимому, лучше всего использоватЕ про- 
странство (ВС.,), : 

Следующая работа, о которой пойдет речь,- это работа bexkepa. 
и Готтлиба 1975 г. [33]. Беккер и Готтлиб имели дело с расслое- 
ниями, более общими, чем накрытия, а именно исследовали случай 
расслоения р: fi — В ‚у которого слоем ЁЕ является компактное 
гладкое многообразие, структурной группой - компактная группа 


+ > 


UU 


Ли С, гладко действующая на РГ, и базой В и конечный  комп- 
лекс. Эта ситуация поразительно напоминает трансфер Бордмана. 
(fr) (om. [35], с. 45-48). Далее Беккер и Готтлиб строят отобра- 
жение 


pit (B/$) — = “(E/9), 


которое можно использовать для построения траноферов. Заметим, 
что эти траноферы сохраняют степени, т.е. они определяют отобра 
жения | 


(р': H"(E) — Н"(В). 


В этом смысле они ведут себя как гомоморфизмы Гизина. На самом 
деле в обычных когомологиях конструкция Беккера - Готтлиба при 
водит к результатам, которые можно объяснить в ранее известных 
терминах. Для этого мне нужно кое-что напомнить. Пусть Е - мно- 
гообразие размерности ol. Рассматривая члены ЕР спектральной 
последовательности расслоения с Y= od, мы получаем ‘отображение 


n-o& ob 
Н (Е) ~ Н (BH (PF); 
используя фундаментальный класс слоя, мы можем превратить его 
B отображение 


-4 
М Е.И (8). 
Это отобраление называется интегрированием по слоям (см. о. 


поскольку это название оправдано в частном случае когомологий 
де Рама. Тогда-в. обычных когомологиях конструкция Беккера - Гот- 
тлиба дает композицию (%) умножения на эйлеров класс касатель- 
ного расслоения вдоль слоев и ($4) интегрирования по слоям. 

‚ Этот результат позволил Беккеру и Готтлибу перенести на, груп- 
пы Ли Boe результаты и методы, которые ранее применялись только 
к конечным группам. Рассмотрим. пример, Riri Вр на резуль 
тате, полученном выше для конечных групи. 


ПРЕДТЕОРЕМА 4.1.2. Пусть G - компактная связная грузла Ли, 
№ - нормализатор максимального торав С’, а Ё*- произвольная 
обобщенная теория когомологий. Тогда jot ence Sa 


E*(BG) — E“(BN) 


(индуцированное вложением Np С) является мономорфизмом на 
прямое слагаемое. | | 


тг. 


1 
р 


Набросок доказательства. Рассмотрим 
расслоение У | | 


G/N — BN —* BG. 


В этом расслоении ' G/N является компактным гладким многообра- 
зием, как нам и нужно; при этом характеристика Эйлера - Пуанка- 
pe (G/N) равна 1, В обычных когомологиях этого было бы до- 
статочно, чгобы композиция 


H*(BG) + H"(BN) + H*(BG) 


равнялась 1. В обобщенных когомологиях мы не можем доказать, что 
эта композиция есть Т. Однако OHA индуцируется отображением 
спектров, скажем 


{: E°(BG/P) — £°(BG/P), 


индуцирующим тождественное отображение в обычных гомологиях и 
когомологиях; следовательно, . + является гомотопической экви- 
валентностью, что и дает нужное расщепление. 


_ Теперь мне нужно пояснить, почему я назвал 4.1.2 предтеоре- 
мой. Приведенный пабросок доказательства неполон, поскольку, как 
_я сказал, Беккер и Готтлиб предпочитают строить трансфер только 
В случае, когда базой расслоения является конечный комплекс, &а 
пространство BG не является конечным комплексом. Поэтому Беккер 
и Готтлиб не сформулировали свой результат в форме 4.7.2, а ог- 
раничились аналогом утверждения 4.1.2 для конечных комплексов. 
В действительности, все наиболее важные следствия утверждения 
4.1.2 можно вывести и из результата Беккера и Готтлиба, ибо в 
каждом случае можно привести технические аргументы, позволяющие 
ограничиться конечными комплексами. В некоторых случаях такие 
технические аргументы известны независимо от наших проблем (на- 
пример, если BG должно аппроксимировать BU или ВО), и тогда 
они не столь обременительны, | 
Однако удобнее всего продумывать результаты, если они пред- 
ставлены в наиболее простой и общей форме; и с этой позиции мож- 
но предпочесть другой подход. В приведенном наброске доказатель- 
ства говорится об отображении спектров; Беккер и Готтлиб, одна- 
ко, предпочитают не пользоваться спектрами. Кажется даже правдо- 
подобным, что они предполагают базу конечной главным образом для 
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того, чтобы обойтись des спектров. Вероятно, при помощи спектров 
от этого огр чения удастся избавиться. A было бы желательно 
сделать это : Если это так, то утверждение 4.1.2 является насто- 
ящей теоремой, доказываемой по приведенной схеме, 

Во всяком случае, мы заключаем, что в принципе транофер 
Беккера - Готтлиба позволяет получать результаты о группах Ли, 
сравнимые с теми, которые классический трансфер дает для конеч- 
ных груш. 

В дальнейшем трансфер Беккера - Готтлиба был обобщен, а не- 
обходимые условия для его существования ослаблены [31]. 

Хорошее краткое изложение трансфера Беккера - Готтлиба и его 
приложений имеется в [79]. 


В этом параграфе ‘мы вначале установим связь трансфера с вве- 
денными в гл. 2 структурными отображениями. Затем мы сопоставим 
это с подходом, описанным в $ 4.1, точнее с конструкцией 4.1.1. 
Наконец, в заключение мы посмотрим, как некоторые хорошие свой- 
ства транофера соответствуют хорошим свойствам структурных ото- 
бражений. 

Первая наша цель - установить взаимно однозначное соответст- 
BHO между трансферами и гомотопическими классами структурных 
отображений ‚ Конечно, сначала необходимо все это определить. 

Транофер = это и что ставит в соответствие каждому И,-лист- 
ному накрытию р: Х —А некоторую функцию 


ри [X,V] — [A, М]. 


Это И, должно быть зариксировано: все рассматриваемые ранофори 
определены для И.-листных накрытий. Пространства V a W также 
зафиксированы. Мы рассматриваем ‚У| как’аналог одной тео 
когомологий (или, вернее, У : goer когомологий), а ie W 
как аналог другой risa \ - множество гомотопических 
классов отображений из Хв [ху где ни отображения, ни гомото- 
пии не обязаны сохранять отмеченные точки. То же относится и к 
[А, И]. (мы выбрали такой подход, поскольку нам жёлательно 
применить функтор Е У | непосредственно к нашему накрывающему 


Doro сделано. См. [x60"]. - Прим. перев. 
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пространству Х, ане к х U(pt). ) Введение пространств V и 
W ‚ которые могут и не совпадать, - не просто ненужное обосце- 
ние; как окажется позднее, на то есть веские причины. Что же ка- 
бается пространств Х и A, мы отступили от обозначений $ 4.1, 
поскольку в этом параграфе мы вынуждены ограничиться абсолютным 
_ случаем и не касаться относительного. 

Функции. р, Должны удовлетворять одной аксиоме, а именно ак- 
сиоме естественности. Чтобы оформулировать ее, нужно определить 
отображения. Отображением одного И,-листного накрытия в другое 
называется декартов квадрат 


и 


1k 


А -= В 


в котором & взаимно однозначно отображает каждый слой накрытия 
на слой накрытия 9. Мы требуем, чтобы для каждого такого 
отображения была коммутативна следующая диаграмма: 


[x,v] = [%У] 
РЕ |+, 
[A.W] -=— [B,w] 


Это завершает наше определение трансфера. 
Структурным отображением должно быть некоторое отображение 


0: (ЕЁ ху”), (pt) > W. 


Я прошу прощения за чрезмерные подробности, однако все это мне 
понадобится. Группа he - это груша перестановок fl ‘элементов 
{ Le Ow ave rv}. Пространство & Lig есть тотальное простран- 
ство универсального 2) расслоения; таким образом, оно стягива- 
емо, и груша by свободно действует на нем справа. Группа $ „, 
действует справа и на декартовом произведении \”” как указыва- 
лось в $ 1.3. Правое действие группы ©, на произведении 

Eh WV ™ задается действием на сомножителях. Она TAKKe действу- 
ет тривиально слева на (pt). Произведение Хх с Над группой 
G определяется как факторпространотво произведения Хху no 
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отношению эквивалентности” | 
(xq, ф (>, gH). 


С первого взгляда кажется, что Хх. ( pt) является излишне ус- 
ложненным обозначением пространства X/G; пока это действитель- 
но так, но в дальнейшем мы захотим связать это пространство с 
другими пространствами вида X x ane где действие G в У уже 
не будет нетривиальным, | a | 

Сделанный нами выбор деталей диктуется соображениями удобст- 
ва в этом параграфе, HO OH легко может быть согласован с подхо- 
дами других авторов (или автора настоящей книги в другом месте 
этой книги). Например, можно заменить правое действие левым по 
правилу GY = YG. Используя это замечание соответствующим об- 
разом, мы можем заменить пространство 


(EE xV™) x, (pt) 


| 


пространствами 
CE bo a eS 
№. es > 
или другим нужным нам пространством. | te. 

Это завершает наш рассказ о структурных отображениях. Струк- 
турные отображения классифицируются относительно гомотопии, при 
которой ни отображения, ни гомотопии не обязаны сохранять OTMe- 
ченные точки. 

Для Hac’ недостаточно простой констатации существования вза- 
имно однозначного соответствия между трансферами и структурными 
отображениями;, нам нужно еще знать, как устроено это взаимно 
однозначное соответствие, В частности, мы должны уметь по задан- 
ному структурному отображению @ строить соответствующий транс- 
фер. 

Чтобы объяснить это надлежащим образом, напомню, как постро- 
ить главное расслоение, ассоциированное с И-листным накрыгием 
р: XA. определим подмножество ХХ” как множество функ- 
ций р | 

eth 2 аа ею. 


задающих взаимио однозначное соответствие множества {4,2,...,П} 
с некоторым слоем накрытия р. Группа $, действует справа на 
Х, и имеется очевидное отождествление 


Xx, cpt) = т 


14-1 10:5 


Предположим теперь, что-заданы структурное отображение 


0: (EZ,*V") x, (pt) — W, 


и,-листное накрытие р: Х —> А и отображение U:X —~V. Посколь- 
ку EX „универсально, можно построить $. -отображение 


A: X = EX. 
Можно далее построить $, кото ращиние 


де: Ху" 
как ко`тлозицию | 
Хх" y™, 


где + - вложение. Наконец, отображения А и № составляют 
7. „-отображение 


R Seer ку" 


Мы определяем |, М, как композицию 


: (А, м)". { i : 
A=xX x, (pt) a Racing (EE, ху в РОУ 
_ Осталось ЛИШЬ проверить, что функция 


p,: [X,V] — [A,W] 


корректно определена. Это нетрудно. Любые два отображения А 

Zon -roMOTONHH, поскольку № 2. универсально; аналогично, при 

замене отображения UW я РОмОТОпНЫм отображением отображение ей 

заменяется 2, -гомотопным отображением. Таким образом, (A MX, 4 

остается в том же гомотопическом классе. Это завершает построе= 
ние трансфера ф, по структурному отображению 9. 

Некоторые авторы, вероятно, полагают, что это построение 
трансфера 7 ‘требует выбора представителей классов смежности. 
Роли ао все еще думает, что представители классов CMOR~ 
ности позволяют обнажить отображение 


м“: 


K++" у 
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во всей ослепляющей простоте, - ‚я мог бы высказать некоторое суж- 
дение по поводу его вкусов. 


TEOPEMA 4.2.1 (Poym [122]). Предыдущая конструкция определяет 
взаимно однозначное соответствие между гомотопическими классами 
структурных отображений | 


(0: (EE, V™) к, (pt) > W 
ит описанного типа. 


Очевадным методом доказательства подобных теорем является ме-_ 
тод универсального примера, иначе говоря, лемма Ионеды. Этот ме- 
тод станет чисто концептуальным, если мы подберем подходящую ка- 
тегорю  “. Давайте условимся считать объектами нашей катего- 
рии пары, в rea: первым элементом является П,-флистное накры- 
tue р: Х —>А, а вторым - класс ие [Х,У ]. Морфизмом нашей = 
категория © из объекта (р: Х>А;и)в акт (q: Y—B; У? 
мы назовем гомотопический класс отображений 


x —- у 


| | | 


А —- В 


для которых &" y= WU, Здесь под гомотопией подразумевается ото- 
бражение И,-листных накрытий | 


[xX fale I 


“|, b 


IxA —^— В. 


Фактически мы докажем существование в категории © финаль- 
ного объекта (а: Y -> В;9), т.е. объекта, в который направлен в 
точности один морфазм из любого другого объекта. Отсюда будет 
сразу же следовать, что между траноферами и классами из |В, W 
имеется взашмно однозначное соответствие. Далее, из нашей кон- 
струкции финального объекта’ будет видно, что 


B=(EL,*V")*, (pt), 


14-2 


так что всякое отображение- В —> W является структурным отобра-- 
жением рассмотренного типа. Далее, наше доказательство финально- 
сти построенного объекта приведет к описанию нужного взаимно од- 
нозначного соответствия, Действительно, пусть 


x ey 


|| 


А — В 


- единственный морфизм в %, существование которого мы утвер- 
ждаем. Тогда. в силу наших основных посылок для данного отрук- 
турчого отображения 0: В — М и ея трансфера дол+ 
жно выполняться соотношение 


р, м = = бо, 


так что все, что нам нужно, - это конструкция отображения 06. 

Прежде чем продолжать, вероятно, полезно посмотреть на связь 
ПЙ,-листных накрытий с ассоциированными главными расслоениями. Пс. 
заданному И,-листному накрытию ©: X —> А мы построили простран- 
ство Х. Наоборот, по пространству Ё и свободному правому 
действию $. на ЕЁ можно построить М,-лиотное накрытие 


а: {4, м nv} 


{единственное отображение С: {4, 2,. nhs > (pt) является кон- 
стантой, и это объясняет обобначание с). 

‚Эти две процедуры взаимно обратны. Особенно существенно для 
нас, что накритие ce Х — А включается в коммутативную диаг- 
рамму : 


их 
Г! 


& 


к (pt) 


В этой диаграмме верхнее отображение задается композицией 


р * {4, 2,...,n} 


[4 
Хх", Ц, Е, т eee. 


где отображение вычисления EY действует по формуле 
ev(x,t) = x(t). | 
Нам потребуется также существование взаямно однозначного со- 
ответствия между отображениями | 


хх 
| 
А — В 


и,-листных накрытий и Х -отображениями 
Е: Хх —Т 

тотальных пространств ассоциированных главных расслоений. Это 
соответствие имеет место на уровне отображений, до перехода к го- 
мотопическим классам. 

Продолжим построение обещанного финального объекта. Входящее 
в его состав М,-листное накрытие должно быть ассоциировано с 
главным расслоением ELL x У °; запишем это в явном виде: 


Y (EZ, «Vx, {4,2,.... м} 
| ix, © 
B=(EL,xV")x, (pt) 


Отображение vw: У ->Улдоляно представляться композицией 


\-(ЕЯ ху”) х, (4, 2,...,0} 
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Здесь. | 
iv 
T,: EE eV я V 
_ есть проекция на второй сомножитель, а @ЛУ, как и выше, = ото- 


бражение = вычисления. 
Напомним, что мы уже построили отображение 


y oie Eo xv” 


главных расслоений, Теперь с его помощью MH можем определить 
отображение п,-листных накрытий. Получается следующий результат\ 


| (А, )» 4 м“ 
ХаХх, (1,2... — А (EE, xV")x, {1,2 п) 
| 1x, 2 |. 


ASK, (ph) —— (ЕЕ, *V") x, (pt) =B 


Эту диаграмму мы будем коротко записывать в виде 


me Е ЕСА, м), <=, м). 

ЛЕММА 4.2.2. (%) Для каждого отображения U: ХУ ла 
№ =” задает единственное 2 д-отображение де: Х — V* 
такое, что п ся 


z = му \y 
Хх —-У 


коммутативна (строго, а не гомотопически); 
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(1%) Построенная выше диаг 


8 из объекта 
(р: Х-—А; и) в объект (4: 


Доказательство. Утверждение (4) элементарно 
и получается простой проверкой непосредственно из определений. 

Чтобы доказать (44), предположим, что заданы два отображения 
накрытий, скажем 


X — у Xe y 
| ly ee Pie 
А ——-В 


где ve, ™ %& . Эти два отображения накрытий соответствуют 
. -отображениям (Аль) при t = 0, {, Ввиду универсальности 


RE эти отображения A, и A, продолжаются до 2, -orodpaxe- 


A:I«X — EL,. 
Нам нужно убедиться, что M,, д, продолжаются до > -отображе- 
НИЯ ce 


м: [*Х — У". 


| Для этого достаточно воспользоваться Bi a ae ), BSAB В 
качестве \ гомотопию 


IxX — У, 
связывающую vé,, с vé,. Таким образом, исходные отображения 
И, -ЛИСТНЫХ накрытий ОНИ Лемма 4.2.2 доказана, 


Согласно сказанному выше, теорема 4.2.1 непосредственно выте- 
кает из леммы 4.2.2. 

Кан и Придци использовали название "предтрансфер" в частном 
случае, когда структурное отображение 9 является TORAoT See Nie 


Til 


‘отображением { и, следовательно, | 
W=(EE,xV") x, (pt). | 
Из предыдущего очевидно, что предтрансфер является трансфером, 


что этот трансфер является инициальным среди всех трансферов и 
что больше о нем сказать нечего, 


ТЕОРЕМА 4.2.3. Если приведенную выше конструкцию применить к 
струнтурному отображению 
(EZ. ху”) x (pt — У, 


которое определено любого бесконечнократного п ства 
петель V = > у ‚ то получится трансфер, совпадающий с транс- 
фером из конструкции 4.1.1, | 

Этот результат имеется в работе Кана и Придди (ом. [74 |, 
предложение Т. TVs 

Чтобы установить требуемое а. выберем в качестве 
пространства №2, пространство Fo П.-наборов кубиков в 
большом кубе , описанное в гл. Qe Идею „доказательства можно по- 
нять, рассматривая ^-мерные кубики I~ при фиксированном зна- 
чении ^,; но пространство М,-наборов -кубиков , строго го- 
воря, не есть Е, ‚ так что соответствующее доказательство дол- 
HHO содержать проверку согласованности при изменении ”, и пере- 
ходе к пределу, аналоги проверке из $ 4.1.) 

Пусть Х - точка ый. которую можно интерпретировать так 
же, как TL точек < ‚5, 55 из a Me заданных в опредвленном 
порядке и соотавляйщих полный ‘слой накрытия |: Х — А, Kés- 
струкция 4.1.Т очевидным образом ставит им в соответствие П- 
набор кубиков dy 2». ae в стандартном кубе I, также за- 
данных в. определенной  орадке. Возникает отображение 


мА Fite 
‚ 


и ясно, что это отббражение А, является #„-отображением. (На- 
оборот, 2.,-отображение 
ет 
‚ 


определяет геометрическое вложение описанного в $ 4.1 типа, ес- 
ли вы желаете иметь обратную конструкцию.) Внимательный анализ 
определений показывает, Yo конструкции $ 4.Л и 4.2 соотват- 
ствуют друг другу при сопряжении. 
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В некоторых ситуациях структурное отображение 
о es 
(EZ, XV") x, (pt) —\ 


удается получить прямо, не обращаясь к теореме 4.2.3. Bor прос- 
° той пример. Пусть oe пространство Эйленберга ~ Маклейна типа 
(70¥,m); тогда оно является бесконечнократным пространством 
петель (см. гл. 1), но, равным образом, можно построить и струк: 
турное отображение. Поскольку гомотопические классы отображений 
в V находятся во взаимно однозначном соответствии с классами 
когомологий, достаточно рассмотреть группу когомологий 

НИКЕ, xV%)x, (pot) 4) и указать в ней подходящий класс. Можно 
поступить иначе: построить модель пространства У , являющуюся 
фактически коммутативной группой, и рассмотреть отображение 


(EL,xV")X5 (pt) —У\, 


переводящее (€,V,,...,Un,) в произведение VUyV_...Un- 

`Двже в том случае, когда наши структурные отображения не 
происходят из теоремы 4.2.3, читатель может надеяться увидеть, 
как хорошие свойства трансфера соответствующим хорошим свойствам 
структурных отображений. Эта надежда вполне оправдана. Рассмот- 
рим, например, случай, когда V и\\ являются Н-пространствами, 
а следовательно, | Vial М- ~ функторы со значениями в категории. 
групп. Тогда можно потребовать, чтобы трансфер, соответствующий 
| отруктурному отображению 9, был гомоморфизмом групп. Ясно, 
что это условие должно формулироваться в вице гомотопической 
коммутативности некоторой диаграммы, содержащей Q и две Н- 
структуры AL. , AL. » и ясно, как получить это условие. 
Имеются разложения. 


IX, VxV] = [ХУ]х ХМ], 
[A,WxW] = [АМ х [А.М 


и можно найти структурное отображение © , которому соответ- 
ствует трансфер. 


p,xp,: (К, У] [x,V] —[A,W]x{A,WI. 


Это структурное отображение (©) должно быть отображением в 
WxW , а потому нужно задать две его компоненты. Первую ком- 


и {ts 


поненту мы sanaxine scr doaenos ans 
(EZ, «(уху xy (pt) 
кн, 
nw 9 
(ED ху )*; (pt) pais ea 
а вторую - как Композицию 
(EZ, «(V«V)") x, (pt) 
(dea) x, 4 
(EZ, ху”) к, (pt) > W 
(Здесь, конечно, Te, : уху — У - проекция на первый сомножитель, 
a TW. - проекция на второй сомножитель.) Мы хотим получить сде- 
дующую коммутативную диаграмму: 
(EE, «(VxV)") x, (pt) 2+ WxW 
нь, | Pw 
ny 9 
(EE, XV) x, (pe) --W 


Если выразить © явно через 0, то получится нужная диаграмма, 
гомотопическая коммутативность которой является необходимым и 
достаточным условием гомоморфности трансфера, соответствующего 9. 

Этот путь, очевидно, приводит и к другим ожидаемым хорошим 
формальным свойствам трансфера. Напрямер, рассмотрим И.-листнов. 
накрытие 1: Х— Уи. И-листное накрытие 9: \-—1;тогда компо- 
ЗиЦИЯ ; 


ХУ +z 


представляет собой ти.-хистное накрытие, и мы бы хотели иметь 
равенство | | { 


PY), = Prd, 
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‘для всех таких р, 9. Очевидно ‚` этот факт должен соответство-- 
вать некоторой диаграмме, включающей 9,0 и 0, „. Аналогич- 


ная ситуация возникает, когда (т+п)-листное накрытие расщеп- 
ляется в несвязную сумму И-листного накрытия и И.-дистного на- 
криытия. 

Причина, по которой мы отказываемся OF этого пути, заключает- 
ся в отсутотвик приложений. В наиболее интересных прихожениях 
трансфер получается из бесконечнократных пространств петель, так 
что, с одной стороны, трансферы обладают всеми нужными нам хо- 
рошими свойствами, а с другой стороны, структурные отображения 
участвуют во всех диаграммах, каких только могут пожелать самые 
рьянные энтузиасты; нам просто не нужно доказывать никакой экви- 
валентности. 

Сказанное, между прочим, означает, что диаграммами, отрахаю- 
щими хорошие свойства трансфера, всегда будут диаграммы из тео- 
рии бесконечнократных пространств петель. Разница лишь в том, 
что в теории трансфера они должны быть гомотопически коммутатив- 
HH, а в теории бесконечнократных пространств петель — либо стро- 
го коммутативны, либо коммутативны с точностью до высших гомото- 
mu, В этом главная причина необратимости перехода от начальных 
данных конструкции - бесконечнократного пространства петель - 

к ее результату - трансферу. 


В этом параграфе трансфер всегда будет пониматься в смысле 
$ 4.1. Таким образом, на входе мы кмеем расслоение 


РАВ 


с конечными слоями и А = р `В, причем ддя удобства мы предпола- 
гаем, что все наши пространства являются С\И/-комплексами; на 
выходе мы получаем отображение спектров 


р: Е (У/В) — ЕСА). 


Мы рассмотрим некоторые формальные свойства этой конструкции. 
Завершается этот параграф разбором своего рода рабочего примера, 
на котором я продемонстрирую, как одно из этих свойств транс- | 
фера могло бы быть использовано. 
Первое очевидное свойство - это естественность. Пусть дана 
15-2 
{Is 


коммутативная диаграмма 

ХА ХА’ 

P| |p 

Y,B Ув’ 
Как и обычно, предположим, что up - накрытия с конечными 
слоями и что A={ В, А’=(р’* . Кроме того, пусть 7 отобра- 
жает В вВ (благодаря чему & отобрахает А pA’), и, наконец, 
накрытие |) индуцировано накрытием р’, т.е. €& взаимно одно- 
значно _тображает кажднй слой накрытия р на слой накрытия р о 
Тогда (гомотопически) коммутативна следующая диаграмма: 
| ев CAPA) 
(4.3.4) р! | | [ое 

E(Y/B) —2 9 “(УВ 
Доказательство элементарно. 


Следующее свойство используется для проверки того факта, что 
после применения когомологического функтора трансфер делается 
перестановочным с кограничными гомоморфизмями. из последователь- 
ностьй пар. Пусть р: Х,А -—>\,В- накрытие с конечными слоями, и 
пусть 9: А —В - его ограничение на A. Построим по проекции 
Х-—Х/Атакую последовательность: 


Х —- Х/А -L+ (X/A) ИСХ = БА. 


To же проделаем для Y —>У/В. Тогда (гомотопически) коммутатив- 
ца следующая диаграмма :. 


ЕКА) 4+ ЕЕ = 557A 
и See iia Nate [Е 
в ЕРЕВ = ЕЕ"В 
Набросок р к . Совершенно 
очевидно, что конечное накрытие над Y B общем случае не продол- 


жается на конус CY. Тем не менее поскольку существует строго 
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коммутативный квадрат 
m°X — + £°(X/A) 


1 ee 
my — £°(Y/B) 


его можно продолжить до следующей диаграммы: 


2х — = НОА) —~ E(K/ADUCE “X 


oe ee 
ху — £°(Y/B) — £°(Y/B) СЯ” 


Остается посмотреть, как устроено стоящее справа отображение р. 

на С: В, и сравнить его с отображением 9. | 
Следующее свойство касается композиции накрытий. Пусть дана 

последовательность | 


X A+ yy B+-ZC, 


где, как обычно ‚р и ( предполагаются накрытиями © конечными 
олоями нА=р В, B= “C. Torna 


(4.3.3) (qp) apg BO(K/A).=— EZ/C). 


Доказательство элементарно. | 
Категорично ‚настроенный читатель, возможно, удивлен, поче- 
му свойство 4’ = 4 не сформулировано раньше, чем (4.3.3). При- 
чина состоит в том, что нам нужно более сильное свойство, нахо- 
дящееся к равенству 1'={ в таком же отношении, как ихемпотен- 
ты к обратимым элементам. Предположим, что Y есть несвязное 
объединение подкомплексов: | 


(Y, В) = a Cys Mal, 
а X - несвязное объединение части этих комплексов: 
(X,A) = LI СХ, B,). 
Пусть, далее, отображение p: ыы —` В является вложением 


(и, значит, расслоением с одноточечными слоями над be для < 
и расслоением с пустыми слоями над Y, при (#7). 
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(4.3.4) Получающееся отображение 
ИЕ в, ЕВ.) 

| isl wih Wey ie% 
равно 4 Ha компонентах о номерами 1€4u 0 на компонентах с но- 
мерами + ¢ $. 

” (Это утверждение очевидно.) 

Стандартное применение утверждения (4.3.4) связано с изуче- 
нием накрытия р: Х,А — У, В, в. котором Х представляет 00бой 
несвязное объединение двух подкомплексов Х и Х , из которых Х 


является hy mC THM HaxpuTuem над УХ, а Х” есть n’—mmornoe 
накрытие над Y. Применим (4.3.4) к вложениям 


X’—+X, х’—х 
в сочетании с (4.3.3). Мы видим, что компонентами отображения 
_ р: E°(X/A) -— E(Y/B) 


E™(X7A)v E°(X"7A") 


a! и. 1 
являются (р) и (ф). 
Последнее свойство, которое мы сформулируем, ~ это формула 
произведения. Пусть даны накрытия 
р’: ХА — У’ В. 
и ли y 7) 
Pk fee, B 
с обычными для нас свойствами. Тогда отображение — 
. p'x р": b eee ay ххх” 


переводит АХО" в Ву" 8". (Здесь обычно произносят 
слова о том, Что в произведении С\/-комплексов должна быть зада- 
wa СМ/-топология.) Фекторпространства 
ХХ ХА’ ОХА"), У’ /(B*Y"UY'*B") 
можно отождествить с _ 


(XA) ^(Х“/А“), (Y7B)aA(Y 7B"). 
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(4.3.5). Отображени . 
(p'xp"y: Е “(KIA ACK TA 9—5“ (Y/BA(Y'7B") 


может быть отождествлоно. с (p’ Ул (p a 


Если наши ‘комплексы b EA т конечномерны, то можно свести де-. 
ло к кубам I”, |" dexcmpouentisx размерностей, а в этом случае 
доказательство очень простое. Оно остается обозримым, если толь- 
ко одно из пространств ь У "является конечномерным. В более 
же общем случае приходится сталкиваться со всеми неприятностями, 
присущими приведенным произведениям спектров. Ho MH воздержимся 
or углубления в этот предмет. 

° . Чтобы изучить взаимодействие трансфера с внешними произве- 
дениями в когомологиях, мы применим (4.3.5) в сочетании о 
(4.3. Г), например, к диаграмме 


ХА ое 
р sane 
у, в YxY, BxY 


Мы видим, что воли Е, - кольцевой спектр, то 


р: Е (ХА) — Е "СХ, В) 


воть гомоморфизм Е! ()-модулей. | 
Читатель, вероятно, ждет, что я что-нибудь скажу р формулах 
двойных смежных классов (см., например, [51], с.257). Я это дей- 
ствительно сделаю: я посоветую вам избегать их. Для этого надо 
рассуждать геометрически: строить индуцированное накрытие и сле-: 
дить за его раощеплением на компоненты связности. Мы проиллю-. 
стрируем этот подход на одном примёре. 
В этом примере используется сплетение групп. Напомню, что 
а обозначает подгруппу в 2, , состоящую из переста- 
новок р, сохраняющих множество пар Sale Se Е 
(2n-I,2n). (р может переставлять пары и менять местами элемен- 
ты любой пары.) Эта подгруппа входит в точную последовательность 


(he EAE oe Be ea. 
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ПРИМЕР 4.3.6. Что нужно поставить в левый верхний угол оле-. 
дующей диаграммы? = | 
? нЕ.) 


| = [7 
H“(B(Z, xf, ) -— НВС ) 


Z(men) 


Ответ. Было бы и: иметь обозримую модель пространства 
ВЕ, (где % будет равно 2(m+n)). Рассмотрим пространство вло- 


жений Cat 2 {4,2,...,%] А 


Элемент этого пространства можно рассматривать как набор из 7L 
различных точек в К”, помеченных символами 1, 2, ..., %. 
Это пространство стягиваемо, и на нем свободно действует группа 
Ee (при помощи композиций 


КЕ {1,2} {4.2,.., 2). 


Поэтому это пространство можно рассматривать как Е.” , и модель 
ДлЯ ВХ. получается надлежащей факторизацией. Можно представ- 
лять cede это BL „ как пространство непомеченных (и неупорядо- 
ченных) наборов из % точек в К”. Нас будет интересовать слу- 
ЧАЙ >, = 2(m+n). Мы можем построить теперь накрывакщие прост- 
ранства пространства BL. 

| Чтобы построить накрывающее пространство типа BE, Peg 2) 
рассмотрим пространство наборов из ”% точек в К”, из то рНх | 
Zr помечены символами ©, а 2п, других - символами Ф..Про- 
ектирование 


B(L, и Ренне 2 


состоит в том, Что мы берем набор. с помеченными точками и сти- 
раем пометки. 
Аналогично, чтобы. построить накрывающее пространство типа 
В(Е, (2 „.к)»› Рассмотрим пространство наборов HSL точек в В” 
сгруппированных в м+и, пар, которые ничем друг от друга не от- 


= 


2(т.+ д) 


Дополним теперь до декартова“ квадрата диагремму 


(BE, SE 


Be | 


У: 


В (2. — В(Е ) 


С, 2(m+n) 


Пространство Х, которое нужно подставить в верхний левый угол 
диаграммы, можно построить как пространство наборов из ^, различ- 
ных точек в К”, разбитых на и\+И,пар и, кроме того (иезависи- 
мо от этого разбиения), помеченных символами © или $, причем 
чноло символов © равно 2mm, а число символов Ф равно Rn: 


Очевидно, что при такой разметке будет m- `Чпар, помеченных сим- 
волом 0, 2q пар, помеченных ©, и П-д пар, помеченных 45. 
Поэтому это хол Xx иней в несвязное объединение 


компонент ‚ отвечающих различным <, таким, что Os 9 5 
‚$ min(m, My Каждое пространство Ky имеет тип 


в(х, =„..)» Е. ic. \=„..) 


Поэтому в верхнем левом углу нашей диаграммы должна стоять 
группа 


ФН", 2. * 2. “(EZ Е, oie ), 


где суммирование производится по к & фо, и). Это и есть от- 
вет в примере 4.3.6. 

Безусловно, остается еще вопрос: что нужно сказать алгебраис- 
там, которые любят двойные смежные классы и настаивают, что в. 
действительности это одно н то же? Я считаю, что дучте всего вех- 
ливо улыбнуться и сказать, что вы сделали все, чтобы найти полез- 
ную и достаточно близкую интерпретацию двойных смежных классов. 


16-1 
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He стоит добавлять при этом; что наилучшей является именно а 
интерпретация, которая позволяет вообще избежать упоминания 
этих (expletive deleted)? вещей. 

В заключение отмечу, что вариант формулы двойных смежных 
классов для трансфера Беккера - Готтлиба анонсировал Ффешбах 
(М. Feshtach) на конференции в Эванстоне в 1977 г.’Можно ска- 
зать, что она столь же полезна для групи Ли, сколь классическая. 
формула двойных смежных классов полезна для конечных групи. 


г) Это выражение, означающее ig Shad непензурное слово”, | 
вошло В кое употребление после “Yoreprefiroxoro скандала” 
1974 г. Когда были опубликованы кн pair 9 a сделанные 
в `елом доме, текст пестрел вставками: exp etive deleted. - 


2` сы. [163"]. - Прям, перев. 


Глава 5 
ГИПОТЕЗА АДАМСА 


Эта глава разделена на два параграфа. В первом я объясню 
существо рассматриваемой. гипотезы, а во втором разберу ее из- 
вестные к настоящему времени доказательства. 

Как уже говорилось, при изучении геометрии многообразий 
топологам среди прочего приходится исследовать следующие груп- 
пы и гомоморфизмы: | 


K(X) — K(X) Ky) - + K,(X), 


Нам РА указать, насколько это них. а их BH- 
числения, сообщить обо всем, что может помочь их постичь, м т.д. 

Основной шаг при вычислении обобщенных когомологий состоит 
в нахождении групиы коэффициентов. Группы коэффициентов теории 
К хорошо изучены. Это гомотопические группы © к (ВО)и, согласно 
теореме периодичности Ботта Et, 43,58. 50], ‚ они задаются таб- 
лицей | 


1 = 0 а зчвбете 
<. (ВО) = 2 2 220 Z00 0 2 


Напротив, групны коэффициентов теории К р Hé полностью изве- 


стны.Это стабильные гомотопические групиы сфер, и поэтому 
можно проводить вычисления лишь в некоторой ‘ограниченной области 
размерностей, а общая картина неясна. 

Можно, конечно, обратиться к гомоморфизму 


K(X) — K,(X), 
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связывающему с-каждым векторным расслоением над Х соответст» 
вующее оферическое расслоение. Можно посмотреть, как ои дейст- 
вует на группы коэффициентов, положив Х. = Sx рассмотрев ото- 
6paxe Hue 


Кв” + KS). 
Слева стоит группа 
K(s”) =, (0) =&, (SO)(20 всяком случае, при И, >4), 
а справа — 
К „(5 м) = «° Ss т. 


Можно показать, что возникающий гомоморфизм является классиче- 
CkEM areca 


g( SO) pureed См ($ yi 


Чтобы хоть как-то описать группу К pix ), нам потребуются 
инварианты оф рических расслоений относительно послойной гомо- 
топической эквивалентности. Простейшими такими инваркантами яв- 
ляются классы Штифеля - Уитни. Главная причина их послойной го- 
мотопической инвариантности состоит в том, что они имеют специ- 
фическое определение, которое я сейчас изложу. Предположим, что 
наши сферические расслоения устроены таким образом, что над 
лежит Е, - тотальное пространство. (-4)-сферического расслоения- 
м Это пространство Е, вложено в “, тотальное пространство ас- 
социированного шарового расслоения . Например, даже если | 

Е, —Х является расслоением в каком-нибудь слабом смысле, то 
обычно можно построить Ё как цилиндр отображения fp. Тогда 
каждый слой в Ё является конусом над соответствующим слоем BEY 
При таких условиях MH получим изоморфизм Тома 


ф: Н\Х; 2/2) —-H"""(E,E,; 7/2). 
(По-другому, | можно считать Е тотальным пространством векторного 
расслоения, а о — дополнением нулевого сечения, как это дела- 


лось в $ 1.8. Или же; если вы предпочитаете не вводить Ё, вы 
можете заменить когомологии пары E mod Е 9 когомологиями ото- 
бражения ф. Но я буду придерживаться общепринятого способа 
издожения.) Имеется следующая диаграмма, в которой Sq” ~ квад- 
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Yd я, | | ы м++4 
H”*"(E, Е; 2/2) — = HE, E,; 2/2) 
+ ф] я 
Н”(Х; 2/2) Н“" "СС; 2/2) 


Определим 1-f класс Штифеля — Уштни нашего сферического рас- 
слоения С формулой 


и’ (Е) = 9 59° p(t). 


Более или менее очевидно, что если заменить расслоение & другим, 

_ послойно гомотопически ему эквивалентным расолоением, то при- 

_ веденная выше диагремма заменится изоморфной диаграммой, а пото- 
| му классы №; (2) ие изменятся. | B , Fairs 
Безусловно, классов Штифеля ~ Уитни недостаточно, чтобы раз- 
_ личать элементы из K_(X). Однако вернемся к вещественной К- 
теории и рассмотрим вещественные векторные расслоения над 
| Тогда классы Штифеля - Уитни W. и М” позволяют выделить класс 
‚ расслоений, орнентируемых в вещественной К-теории. Если 
| 4, (5) =0 и и. (6) =0, то имеется изоморфизм Тома 
\ 


КО“(Х) —= = KO"*“(E, E,). 


\десь я вынужден сознаться, чте невозможно следовать принятым 
‘означениям и быть последовательным: КО(Х)обозначает ту же 

‚ сушу, что и Ко( Х), но обозначение КО (Х) выглядит приятнее, 
ам К.О.) Во всяком случае, этот изоморфизм Тома позволиет 

| определить послойные гомотопические инварианты в КО-теории по 
образцу классов Штифеля ~ Унтни. Для этого необходимо, конечно, 

| заменить квадрат Стинрода подходящей когомологической операцией 
| 


| 


в вещественно7й К-теории. | 
В статье [1| я определил некоторые операции 


| bk 0 0 

| wo: KO (Ky ——= KO (X). 

, 

| Они определяются через внешние степени векторных ресслоений. 
| При этом они по определению являются мультипликативными гомо- 


° морфизмами кольца КО (Х)в кольцо КО (X). 


—-—-——— 
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Можно превратить их в стабильные операции, заплатив за это 
введением коэффициентов из Z[ У |. To есть имеются опера- 


вм KO"(X) — ko"(X; 2 [4/4] 


+“; Ko"(X; Е [4] ) — KO"(X; 2 [4/4]. 


Следовательно, можно построить диаграмму 


KO"(E,E,) —*—~ Ko"(E,€,; Z[4/4]) 
ee 
ко = КОК; 


Положим 
& “day 
р(&)=+ ¥ y(d). 
Будем рассматривать 9 как характеристический класс, аналогич- 
ный классу Штифеля - Уитни. Он оопреде (2 ля векторных расслое- 
& 


ний и принимает эначения в КО’(Х;7|1/%|). Ow удовлетворяет 
формуле сложения, а именно 


p*(Een) =р (Е)-р (1), 
и определен на классах стабильно эквивалентных векторных рассло- 
ений. Он удовлетворяет некоторому подходящему условию послойной 
гомотопической инвариантности. Однако это условие уже не столь 
просто, как в случае классов Штифеля - Уитни, поскольку послой- 
ные гомотопические эквивалентности не обязаны сохранять класс 


ориентации ф\(4). Можно проводить эффективные вычисления, ис- 
Пользуя класс р“. 0бо всем этом написано в [3]. 


Более того, можно. надеяться, что ‘классы p* определены для 
КО ориентированных сферических расслоений (см. § 1.8). 

Все это дает способ доказательства того, что образы двух 
элементов из Кобо в груше К p(X) pas aa. Но нам нужно также 
уметь доказывать, что два разных элемента из К о(® имеют один 
a тот же образ в К.(ХК), когда это eeiicenuite eth так. Вот со- 
ответствующий результат. | 


‚ is Sand 
ео 


"ТЕОРЕМА 5. Т.Т. Композиция | 
во —+*-4- во — ва 


гомотопна нулю. 


Это утверждение обычно называют гипотезой Адамса. Это совре- 
менная переформулировка, в которой используется локализация не- 
которого утверждения, приведенного как гипотеза в моей статье 
[2] (om. с. 253). В этом утверждении отображение, обозначенное 
символом Yo -d, se deni когомологической операции 


х -- Y “х)-х. 


Были два основания для выдвижения такой гипотезы. Во-первых, 
оказалось, что при ее выполнении можно было бы построить пре- 
кресно работатщую формальную теорию, с помощью которой можно 
было бы вычислить образ гомоморфизмя 


Bik) > B00 


в терминах К-теории [4]. Во-вторых, я умел доказывать более 
слабые результаты, согласующиеся с 5.Т.Т. В частности, следую- 
щий результат приведен в [2] (см. о. 183). 


5.1.2. Композиция 
х-#+- во = ВО — ‚ве [У 
гомотопна нулю, если X есть конечный комплеко и + - классифи- 


TH DY De 8 отобре +; АЯМ on Cy расслоений. - 


_ Этих более слабых результатов как раз хватило для вычисления 
образа классического ф-гомоморфизма 


„_‹ (50) —*. 6S и. 


с точностью до множителя 2 ‘tala м, #0 mod8 получается полный 
ответ, но случай И, и 0 то особенно интересен). Результат о 
классическом $-гомоморфизме в законченном виде следует из TEO— 
ремы 5.1.1, к обсуждению которой мы сейчас переходим. Возможно, 
стоит отметить, что даже для классического $-гомоморфизма нет 
ни одного опубликованного доказательства, независимого от тех 
идей, к обсуждению которых мы переходим. Специалистам по теории _ 
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Гомотопий в принципе известно, где нужно искать независимое до 
казательство, однако никто до сих пор не пожелал взять на себя 
тяжелую задачу подробного pone! и оформления такого доказа- 
тельства. 


Теорема 5.1.1 доказана. рядом авторов. 
Суть дела лучше всего проясняет доказательство Сулливана в 


работе [150] (см. также [149]. - Перев.). Хотя это доказа- 
тельство не было первым, оно оказало влияние на другие доказа- 
тельства еще до своего появления в печати, и следует отдать 
должное Сулливану, идеи которого имели столь глубокое значение. 
В показательстве Сулливана используются методы современной ал- 
гебраической геометрии, HO я не буду пытаться даже коротко рас-. 
сказать о них. 

Сулливан пишет, что _ Квиллен “первым вызвал джинна алгеб- 
раической геометрии в характеристике P в связи с изучением ги- 
потезы Адамса” .. Я полагаю, что это относится к доказательству, 
план которого бил изложен Квилленом в [#16]. и которое закончил 
Фридлэндер [60]. Однако у Фридленде ра доказательство ограничи- 
вается комплексным схучаем, т.е. оно проведено для композиции 


pu -"-1- Bu — ВЕ [1/4]. 


Безусловно, всегда полезно разобрать сначала более простой, комп- 
лексный случай, однако вы рискуете потерять ту самую двойку, ес- 
ли не обобщите доказательство и на вещественный случай. 

Первым опубликованным полным доказательством было второе до- 
казательство Квиллена [118]. Я приведу набросок его метода, ог- 
раничившись для простоты комплексным случаем. Достаточно ограни- 
читься ситуацией, когда ® есть простое число р. Однако нам даль- 
ше удобнее использовать степень простого числа м: Жак уже гово- 
рилось, Квиллен построих отображение 


BGL (00, Ё, ) — BU, 


индуцирующее изоморфизм когомологий с некоторыми коэффициентами, 
в частности с коэффициентами T (ВР2|4 ava После этого, с0- 
глесно теории препятствий, достаточно доказать, что композиция 


BGL(%,F) — BU == BU — ВР [4/4] 


гомотопна нулю. 
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Оказывается, что для этого`достаточно доказать гомотопность 
нулю композиции 


¥ = ВО) ЕВ BF2[1/q], 


в которой Х - конечный комплекс, а отображение 4 представляет 
расслоение над Х, структурной группой которого является не 
группа U(n), а нормализатор N(T) максимального тора Тв U(r). 
(Этот нормализатор является групповым р с ядром Ти 
факторгруппой, равной симметрической группе 7) Подробнее, 
поскольку гомотопические группы пространства г. Fz(4/ /q,|xone sm , 
ростеточно показать, что композиция 


X — BGL(, Р р) В сви BFZ[1/q] 


гомотопна нулю, если Х есть конечный подкомплекс в BGL(~,F ) 
А в этом можно убедиться при помощи стандартных гомотопических. 
рассуждений. Действительно, поскольку GL(~,f )ecrs объедине- 
ние конечных подгрупи ["=GL(m, Bi), можно считать, что X пробе- 
гает конечные подкомплексы в BI где Г’ пробегает вое такие 
конечные подгруппы. Согласно зори Arey [17, 20], любое такое 
отображение 


| Хх — Br — ‚ВО 
кндуцировано некоторым виртуальным представлением сб группы =", 
Далее, согласно теории представлений, оС является Д-линейной 
комбинацией представлений В, индуцированных одномерными коми- 
лексными представлениями подгрупп группы [”. Значит, достаточно 
расомотреть композиции 


Х — Br 2+ Buin) X= ВО — ВР [4/4]. 
Но а представление Я разлагается в композицию 


Г —-N(T)< U(n). 


Наше утверждение доказано. 

Но для расслоений со структурной группой T доказываемый 
факт справедлив ввиду предложения 5.1.2, и оказывается, что 
конструкция, использованная мною в [2] для доказательства этого 
предположения, достаточно естественна и годится также и для рас- 
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слоений со структурной группой`М(Т). Это замечание sazepmaer~ 
набросок доказательства, по крайней мере для комплексного случая, 

В работе [118] Квиллен разбирает такле и вещественный случай. 
Действительно, замечания из последнего абзаца применимы к этому 
случаю в слегка измененном виде. Но линейную группу GL (ео, № ) 
следует заменить ортогональной группой, a это, безусловно, измейя- 
ет доказательство когомологической эквивалентности. 

Именно в этом контексте Квиллен пришел к своему вычислению — 
К-групи для конечных полей. Действительно, отображение Ч "про- 
странства BU соответствует отображению пространства BGL(c, Ё "| 
индуцированному автоморфизмом Фробениуса 5% > x’, Повтому nome 
позиция 


ВОТ. (==, Р,) —= - BaL(~, Р)— pu “4 ВИ 
гомот тна нулю. Определим f (yt. 1) как олой отображения 
с B расслоение. Тогда мы получим отображение 

BGL(~, Fe PCr *- 1), 


и Квиллен [5] показал, что. оно являетоя гомодогической эквиве- 


“вое Е. ) = (4-1). 


Но гомотопические группы пространства f'(W -)жаввотны. Поэтому 
вычислены группы 


(ВОГ, F $) 
:.е. К К i 
B saxinasnne обратимся к доказательству Беккера и Готлиба 
[33]. Оно основывается на том, что К р Является нулевым членом 
некоторой обобщенной теории когомологий. Для этого, конечно, не- | 
обходимо процитировать соответствующий результат из теории GecKko~ 
нечнократных пространств петель, из [se 40] либо какого-нибудь 


другого источника. И это неизбежно - на этом основано рассужде- 
ние. Предтеорема 4. {.2 показывает, что отображение 


K (BG) —К , (BN) 


LOO 


является расщепляющим мономорфизмом на прямое слагаемое. (0 с0=. 
стоятельности этого рассуждения ом. гл. 4.) Вместе с фактом, что. 
пространство BG аппроксимирует BU или ВО, и еще некоторыми 
подробностями это позволяет свести доказательство гипотезы Адам- 
са к случаю ресслоения со структурной грушюй М = М(Т), а в этом 
случае мы поступаем так же, как в обсуждавшемся доказательстве 
Квиллена, 

На этом я заканчиваю совой обзор доказательств гипотезы Адам- 
са, 
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_Тлава 6 
ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ СПЕКТРОВ ДЛЯ К-ТЕОРИЙ; 
ТЕОРЕМЫ АДАМСА - ПРИДДИ И МАДСЕНА - СНЗЙТА — ТОРИХЭВА 


$ 6,7, Введение 


Прежде всего вспомним функтор GQ из категории спектров в 
категорию пространств, построенный в гл.Х. Состояние наших зна- 
ний ‹ нем мы можем проверить, рассматривая следующие четыре типа 
проблем. | | 

(4) Имеет ли данное пространство X вид С2”Х для некоторо- 
го спектра Х Иными словами, является ли Х бесконечнократным | 
пространством петель? 


($) Если Х имеет вид SY X, то единствен ли такой спектр 
Х ? Иными словами, если Х обладает структурой бесконечнократ-- 
ного пространства петель, то единственна ли эта структура? 

(с) Пусть даны два спектра Х и \ и отображение $: 
62° X — 52° Мокно ли представить ¢ в виде 59$ для некото- 
рого $: Х—> У? Иными словами, является ли ¢ бесконечнократным 
петлевым отображением (для данных структур бесконечнократных про- 
странств петель)? : 

(4) Если в проблеме (С) отображение {: Х > \ ‚такое, что 
60$ =f, существует, то единственно ди оно? | 

Относительно проблемы (0) мы можем сказать, что здесь дела 
обстоят достаточно удовлетворительно, и уже не первый год. Не- 
известно каких-нибудь интересных примеров пространств, относи- 
тельно которых высказывалось бы предположение, что они являются 
бесконечнократными пространствами петель, но которые не оказа- 
лись бы ими. | 

Что касается проблем ($), (с) и (4), то здесь дела обстоят 
неудовлетворительно; у нас нет хорошего общего метода решения 
таких проблем. Однако имеется PAR интересных и полезных резуль- 
татов, относящихся к некоторым частным случаям, и именно они со- 
ставят содержание этой главы. 
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_ Возможно, мне следует`объяснить мое замечание об отсутствии 
общих методов. В обеих проблемах (6) и (с) требуется построить 
отображение ф: X —> У. (Для решения проблемы единственности 
($) надо по гомотопической эквивалентности . $e X < G2” ¥ 
построить эквивалентность спектров е: Х —\У.) Проблема (A) 
еще хуже, так как там требуется строить гомотопию. Конечно, в 
принципе не исключена возможность построения бесконечнократных 
петлевых отображений при помощи машин, описанных в гл. 2. Однако. 
для этого в дополнение к машинам требуется и соответствующее = 
топливо = например, отображение одной пермутативной категории 
в другую, согласованное со всеми рассматриваемыми структурами. 
Это - исключительно высокооктановое горючее. Двигаясь в этом на- 
правлении, можно кое-чего достичь, и такой подход использовался 
в некоторых недавних работах. Например, можно взять категорию, 

» которой объектами являютоя конечные множества 4{4,2,..., re}, 
а морфизмами ~ их автоморфизмы; можно, далее, поставить в соот- 
ветствие каждому конечному множеству свободный К-модуль, по- 
рожденный этим множеством. Или еще можно рассмотреть категорию, 
в которой объекты ~ конечномерные векторные пространства над ко- 
нечным полем = fF + а морфизмы - их автоморфизмы; потом можно по- 


ставить в соответствие каждому векторному пространству соответ-- 

ствующее подстилающее множество. Такого рода конструкции удобны 

тем, что в силу своей алгебраической природы они дают отображе- 

ния, которые легко контролировать.Топологи имеют обыкновение на- 
зывать конструкции этого типа дискретными моделями; читатель мо- 
жет ознакомиться с ними в [99], гл. УТ, $5, и гл. Vil. 

Однако есть много отображений, в существование которых хочет- 
ся верить и которые действительно существуют, но не могут быть 
полученны таким образом. Сейчас я приведу пример; я сознаю, что 
в некотором отношении он спорен, но исторически он способствовал 
развитию излагаемых методов. | | 

Функтор "внешняя алгебра" относит каждому векторному прост- 
ранству V над полем вещественных чисел К алгебру AV). On 
относит также каждому вещественному векторному расслоению а 
над X векторное расслоене j/\(¢); при этом имеются канони- 
ческие изоморфизмы 


A(8® my) FA(E)@A(N), 
ACL) = 2. 
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Это определяет естественное преобразование К-функтора mam, 
иначе ре ине 


A: BO, — ВО, 2. [472]. 


Хотелось бы показать, что это отображение является беско- 
нечнократным петлевым. Действительно, разве "внешняя алгебра” 
не есть лучший из всех функторов, превращающих сложение в умно- 
жение (см, § 1.8, _ 5.1)? Но наша машина упорно твердит, что 
этот функтор для нее не подходит или по крайней мере что его 
невозможно превратить в отображение спектров, отвечающее геомет-- 
рическому содержанию задачи. 

На это, однако, можно возразить, что наши трудности возни- 
кают из-за надежды на машину, которая по природе своей приспо- 
соблена к преодолению трудностей самого общего характера; воз- 

можно, было бы лучше положиться на благоприятные обстоятельст- 
_ ва, возникающие в интересующих нас частных случаях. (Позже я 
немного скажу о том, какие частные случаи здесь могут предста- 
виться и почему они могут нас заинтересовать.) Практически это 
предложение сводится к следующему: вызовите консультанта по 


старомодной теории гомотопий, покажите ему спектры Х и VY и 
попросите его построить старомодными гомотопическими методами 
морфизм из Х в Y, пообещав рассчитаться о ним как за тя- 
келую физическую ‘работу. В действии эту стратегию мы увидим в 
следующем $ 6.2, где речь идет о теореме Адамса - Придди; эта 
теорема в своем частыом случае решает проблему ($). 

Однако стратегия "апелляции к теории гомотопий” иногда на- 
талкивается на проблему общения; обращаясь к консультанту по 
старомодной теории гомотопий, вы должны продемонстрировать ему 
оба спектра. Если вы просто заявите ему: "Имеется спектр машин- 
ной выработки’, то он, скорее всего, решит, что эта тварь для 
него несъедобна. В этом можно упрекнуть создателей машин 
("Сделайте ваши черные ящики чуть прозрачнее!"), но по-моему это 
было бы несправедливо. Достойные машиностроители полны желания 
произвести бесконечное число инвариантов, отражающих бесконечно- 
кратную петлевую структуру в бесконечнократных пространствах пе- 
тель, например, они стремятся к тому, чтобы почти всякая теория, 
_ рекомендованная ими к использованию в вычислениях, бнла снабжена 
операциями Дайера — Лашофа и трансфером. И несомненно, дело спе- 
циалиста по теории гомотопий- выяснить, достаточно ли этих “пер- 
вичных" инвариантов для решения поставленной задачи; и если их 
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недостаточно, уж его забота определить, какие rpedraren эторич- 
ные ухасы. 

По-видимому, наиболее полезным из имеющихся ичвариантов яв- 
ляется трансфер. В частности, в $ 6.3 мы изложим теорему Мадое- 
на, Снэйта и Торнхэва, которая в частном случае решает проблемы 
(С) и (4); она утверждает, что хотя в общем сдучае условие суще- 
ствования трансфера с определенными свойствами только необходимо 
° для получения решения, в некотором частном случае оно также и до- 
статочно. Остальная часть этой главы посвящена внимательному изу-> — 
чению основных идей ee доказательства. Я хочу предупредить чита- 
теля, что в этой части изложение будет несколько более детализи- 
рованным, чем в предыдущих частях этой книги, так что, может быть, 
ее стоит пропустить. 


6.2, Тео мса и 


Эта теорема в некотором частном случае решает проблему `($) 
из & 6.1. Она сравнивает "неизвестный" спектр Х с некоторым 
стандартным" спектром; для описания последнего мы изложим метод 
убивания" гомотопических групп. Для любого one Ton. plore 
спектр Y(n,...,00), снабженный отображением ее 


и  характеризующийся следующими двумя свойствами: 
(+) © -C¥ On; .. .,0°)) = 0 при <n; 
(44) индуцированное отображение 


„(У (м, ..., ®)) — ых 


является изоморфизмом при сз IV. 
_ Возьмем, например, в качестве “спектр KO, представляю- 
щий классическую периодическую вещественную воно. и поло 
жим $30 = КО(2...,).Спектр $50 представляет “односвязную 
вещественную К-теорию", а б2”ф50 есть Н-пространство 
BSO, . Mu будем также обозначать наш опектр через 450, 
бы отличить его от его возможных конкурентов. 


ТРОРЕМА 6.2.1 (84. Пусть 2 = некоторое простое число и 
Х = овязный спектр. Предположим, что задана гомотопическая 
эквивалентность пространств 


S2°X = BSOZ 


что- 


cp? 
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Xs < $30, Le 


ae BSOZ, есть локализация пространства BSO(om. 
гл. 3), и аналогичео обстоит дело для спектров. Теорема показы- 
вает, что структура бесконечнократного пространства петель на 
8502 +)» По существу, единственна. 
ея аналогичная теорема, в которой локализация заменена 
более энергичной операцией я Я (это понятие читатель мо- 


жет найти в [150] или [46] )™ Теорема остается верной и при за- 
мене группы SO грушюй SU; замена группы SO группой О возмож- 
на ;..шь при нечетном 0. Для грушы О и p =2, а также для 
групны 0 и любого. р теорема в том виде, как она здесь сфор- 
мулирована, неверна, но ее можно сделать верной ценой небольшого 
усиления условий; более чем достаточно предполагать, что данная = 
гомотопическая эквивалентность является эквивалентностью Н-про- 
ртренств, например, что имеется Н-эквивалентность 


‘°X = BU,Z,,, 


ПРИМЕР 6.2.2. Бесконечнократные пространства петель BSO, 
и BSO, (см. $.1.8) становятся эквивалентными как ааа 
кратные “пространства петель после локализации по любому а 
р; другими словами, соответствующие опектры $50. 
становятся эквивалентными после локализации по sets ag проотому р. 


ЗАМЕЧАНИЕ 6.2.3. Сами спектры $30, 650, ne эквивалентны; 
на самом деле даже пространства BSO, "я 850, не эквивалентны 
как Н-пространства. Это показывает, о BCA та суета вокруг 
хокализации действительно необходима . 


‚ Я намечу доказательство замечания 6.2.3. Пусть дано H-oro- 


бражение #: BSO, ~~ BSO,,. Paceotyame индуцированные отображе- 
ния гомотопических групп 


+: <, (850) — x,(BSO), 
t,: ©,(BSO) — т, (850). 


Dou, также i ctanlarar sch на русский язык книгу y [49]. - 
Прим. пр 
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Они являются умножениями на целые числа, скажем И, и MLcoorBer> 
ственно, и если И, фиксированно, то однозначно определен вычет 
mmod42. Этот вычет можно найти, исследовав какое-нибудь до- 
ступное Н-отображение с правильным значением М); например, 
если И, = 4, то можно взять отображение 


р: BSO, —= 8307 [4/5] 


(см. [3]) и получить, что m = 4 modd2 Jina гомотопической экви- 
валентности обязательно "= +4, и потому не существует Н-эк- 
вивалентности с п=1. Случай п.=-{ можно свести к случаю М, = 


+4, скомпоновав первое отображение с эндоморфизмом $2” ( ~{) odmao- 
ти определения или области значений. 


ПРИМЕР 6.2.4, Пространства F/PL (или Ё у Тор) и ВО стано- 
вятся эквивалентными бесконечнократными пространствами петель 
после локализации по любому нечетному р. 


_ На самом деле эти пространства сами являются бесконечнократ- 
ными пространствами петель, как доказали Бордман и Фогт [33, 40] 
(см. 61.8); то, что после локализации по нечетному они ста- 
новятся гомотопически эквивалентными как а прост- 
ранства, доказал Сулливан ([150], с. 24)”, 

Теперь я намечу доказательство теоремы 6.2.1. Пусть Х - 
"неизвестный" спектр, а $ oe "стандартный" спектр $30, у (py? 
с которым надо сравнить спектр X . Первый основной mar ИЕ 
в проверке того, что когомологии H*(X; 2/9) спектра X (с козф- 
фициентами по модулю 2) изоморфнн как А-модули (где А есть 
алгебра Стинрода по модулю р) тому, чему они должны быть изо- 
морфны; например, прир= & они должны быть изоморфны 


Н*(У; 2/2) = А/В (59, $92). 


Идея этой проверки состоит в том, что гомотопические группы 
спектра X определяются известными нам гомотопическими группами 
пространства So ”Х и что можно также получить достаточную ин- 
формацию о Ф-инвариантах спектра Х. 


1) Аккуратное доказательство имеется в книге [ree], русский 
перевод i готовится в издательстве "Мир". — Прим. перев. 


184 + 
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_Когомологические вычисления позволяют исследовать спектраль- 
ную последовательность Адамса 


Eat (AY; Zip), H "С: Zp) = [X,Y], ; 


изоморфизм А-модулей 
H*(Y;Z/p)= H"(X; Lp) 


можно рассматривать как некоторый элемент 9 из Eact . 
Второй основной шаг состоит в доказательстве того, что 


группа | 
oot” (H"(Y;Zyp), H"(X; Z/p)) 


тривиальна при # - 5 = -4. Отсюда следует, что элемент 9 принад- 
лежит ядру всех дифференциалов. Этот шаг, конечно, в основном 
‚ заключается в вычислении; его можно сделать более концептуаль- 
ным, построив структурную теорию модулей над маленькими подал- 
гебрами алгебры Стинрода 
‘Третий основной шаг соетоит в преодолении трудностей, свя- 
занкых со сходимостью спектральной последовательности Адамса, 
ибо наш случай, конечно, абсолютно выпадает из той области, где 
работают хорошо известные достаточные условия сходимости спект- 
‘ральной последовательности Адамса. Однако все же удается дока- 
зать, что eevee 6 индуцируется некоторым отображением 
_ спектров 4: X —Y. Доказательство существенным образом исполь- 
зует тот факт, что нам известно достаточно много эндоморфизмов 
стандартного спектра \. Построив отображение 4, уже нетрудно 
показать, что оно является эквивалентностью. 
Этим завершается изложение схемы доказательства. 


$ 6.3. Теорема Мадсена, Снэйта_ и Торнхэва 


Эта теорема в некотором частном случае решает проблемы (С) 

и (dd) из § 6.2. Я начну с "глобального" варианта теоремы, кото- 
рый сам по себе делится на три части, 6.3.1 - 6.3.3. Потом я 
объясню, что имеются также "р -локальный" и "р-полный" вариан- 
ты этой теоремы и что эти варианты, будучи более простыми и эле- 
ментарными, заслуживают того, чтобы доказать их в первую очередь; 
OHH сформулированы ниже в виде предложений 6.3.4 - 6. 3. Зи с0- 
провождаются кратким обсуждением. Затем я попытаюсь показать, в 
чем польза OT этих результатов, на примере некоторых следствий, 
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ROTOpHE получили M3 НИХ Мадсен, Снэйт и Торнхэв. В заключение я 
скажу несколько слов о доказательствах. | 
Но сначала посмотрим на формулировки. 


ТЕОРЕМА 6.3.1. Если Х и Y- такие связные спектры, что. 
Q°X =В50, 52”У =В50, 
то отображение | 
62”: [X,Y ] —— [se X, Ga" Y-]- 
инъективно. 


Здесь [X,Y | есть множество гомотопических классов морфиз- 
мов в категории спектров; а [S2° X,S2 Ylecrs множество гомото- 
пических классов отображений в категории пространств. Очевидно, 
что эта теорема решает (в своем частном случае) проблему (4) из 

$ 6, I; ответ состоит в том, что. отображение пространств 
0х +a” У допускает не более одного бесконечнократного рас- 
петливания. 


ТЕОРЕМА 6.3.2. Если X и\ - такие связные спектры, чт 
G2 Хх = BSO, G2 “Y = В50, 


то следующие условия, наложенные на отображение 
oo co 
¢: $2 Хы \, 
эквивалентны: 


(4) гомотопический класс отображения ф лежит в лежит в Im $2; 
(44) £ есть Н-отображение, и естественное баны 


£,: [W, ee°X] — [w, 9279] 
_ коммутирует с транс ми, отвечающими накрытиям 
B(Z/p*) —> B(Z/p**") 


(где р пробегает все простые ода, а ‘целые числа 0, Т, 
ид рай 


Сделаем остановку, чтобы осмыслить последнее предложение. _ 
Любое накрывающее отображение (связного пространства в связное 
пространство) индуцирует на фундаментальных группах мономорфизм; _ 
применительно К  dacacindehe выше накрытию это дает мономорфизы 
Z/p oe Z/p.B группе. В имеется лящь одна подгруппа, 


в. 


о 


изоморфная группе Д,/ р`, и, взяв соответствующее накрытие над 
B(Z/p )мы получим "вполне определенное" накрытие 


B(Z/p*) — B(Z/p***). 


_ По условию нашей теоремы | 
[w, 52° Х] = [w, 850] = K50(w), 
[w, 2° Y] = [W, В50] = KSO(w), 


так что индуцированное отображение +, можно трактовать как ко- 
гомологическую операцию 


,: K30(w) —- K30cw). 


Если ¢ есть Н-отображение, то операция 4, аддитивна; в нашем 
же утверждении требуется, чтобы она также коммутировала с тран- 
сфером. Мне представляется, что импликацию ($) => (44) после 
гл. 4 можно считать очевидной. 

Теорема 6.3.2 решает (в своем частном случае) проблему (с) 
из $ 6.1; она дает практически применимый способ узнать, являет- 
ся ли данное отображение бесконечнократным петлевым. | 

ТЕОРЕМА 6.3.3. (@) Если Х.и Y - такие связные спектры, что 

| OX = OO: co” Y = BO, 


X.Y] =0. 


($) Если X u Y - такие связные спектры, что 
S2°X “Spin, 52“У = В50, 


[x,y] = 0. 


Естественно получать такого рода результатн, отталкиваясь OT 
теорем 6.3.1, 6.3.2 и интересуясь соответствующими результатами 
о градуированной группе?) ХУ „. Результаты, подобные теоре- 
ме 6.3.3, ‚можно использовать в стандартных рассуждениях с точны- 


Т) спектр Х сб2”Х =В50 (как в 6.3.2) и спектр Х’с б2°Х ‘= 
= SO (как в 6.3.3) получаются один из другого сдвигом 


градуировки. - Прим. перев. 
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MM последовательностями для доказательства единственности отобра- 
жений спектров. 

Справедливы аналоги теорем 6. 3, т, 6. 3. 2, в которых вместо 
групин SO фигурирует группа SU, и то же самое относится к 
6.3.3. Для простоты и эффективности я выбрал "глобальные" ’вари- 
анты этих теорем, т.е. варианты "над ФД)", но есть еще "9-ло- 
кальный" и "р-полный" их варианты, и на самом деле лучше ре 
вую очередь доказывать именно их. 

Все теоремы восходят к Мадсену, Снэйту и Торнхэву [86, 87]. 
Agena эти авторы сосредоточивают свое внимание на р-локальном 

полном случаях в ущерб глобальному случаю; кроме того, y 
них нет явной формулировки теоремы 6.3.3, хотя их методы легко 
позволяют доказать ее для всех простых р, кроме fp = 2; ПОСЛедД- 
ний случай рассмотрен в [80]. По поводу глобальных вариантов те- 
орем 6.3.1, 6.3.2 и 6.3.3 читатель может обратиться к [99], тео- 
рема 7.1, с. .130, теорема 1.6, с. 212, и теорема 7.2, с. (31. 

Как я уже говорил, целесообразно начать с доказательств 
-локального и ф-полного вариантов теоремы, и обычный здравый 
смысл подсказывает, что глобальный вариант получается из них бо- 
лее или менее стандартным использованием общепринятой техники 
локализации и пополнения с добавлением, возможно, аргументов, 
связанных с функтором lim’ - первым производным функтором об- 
ратного предела lim. Я с радостью пойду этим путем и, таким об- 
_ разом, скрою некоторые несколько эксцентричные рассуждения, фи- 

гурировавшие в черновике этой книги. Тому, кто изберет этот 
путь, естественно изменить утверждение теоремы так, чтобы оно 
утверждало в точности то, что доказывает доказательство. При 
этом выясняется, что нет необходимости предполагать глобальную 
эквивалентность 
$2 X = BSO, 

достаточно считать, что имеются локальные эквивалентности 

ies < 2. С =: BSOZ,, 
(никак между собой не связанные, для ЗА простого числа - 
своя эквивалентность) и, кроме того, что все группы TW, (Х.) 
конечно порождены (над Z). Аналогично обстоит дело со спект- 
ром .Однако приведенные выше утверждения проще, и они вполне 
пригодны для большинства интересных приложений. 

Даже если мы решаем не углубляться в дебри стандартной тех- 


ники локализации, вымучивающей доказательство глобального слу- 
чая, все же стоит дать формулировку и доказательство одного-двух 


TAT 


более простых и элементарных случаев, чтобы посмотреть, что для. 
этого нужно. ae | | 
_ Имея дело с ф-локальным или р-полным случаем, мы можем 
воспользоваться теоремой Адамса и Придди, т.е. теоремой 6.2.1, 
и заменить "неизвестные" спектры Х u Y "известными" спектрами, 
представляющими различные варианты связной К-теории. Рассмотрим 
результаты, которые можно получить на этом пути. По-видимому, 
проще всего начать с комплексного случая, а потом перечислить 
изменения, которые необходимо произвести при переходе к вещест- 
венному случаю; кроме того, видимо, проще начать с изучения опе- 
раций в стандартной К-теории K(W),a нев KSU(W). Таким 
образом, мы приходим к необходимости рассмотрения самых простых 
и элементарных случаев. | 
Пусть K - спектр, представляющий классическую периодическую 
` комплексную К-теорию. Методом "убивания гомотопических групп” 
(см. $6.2) мы построим спектр K(0,...,0°°), который представ- 
ляет связную комплексную К-теорию. Он часто обозначается через 
Su , но я буду обозначать его через AU (по причинам, изло- 
женным в [99] нас. 721). Положим 


X = ku =К(0,..., ®). 
Тогда | | 


52°Х = Z« BU, 
[w, se°X ] =К(\). 


Пусть Л ~ абелева группа коэффициентов, не имеющая кручения. 
В основном нас будут интересовать случаи, когда Л есть Z, - 
кольцо целых чисел, локализованное по р, или Z~ - кольцо fe— 
лых р-адических чисел; но это не причина для отЁаза от рассмот- 
рения других групп. Вводя коэффициенты (см. гл. 3), мы можем 
построить спектр 


Y=XA=kuA. 


Например, если Л = Z,,, то Y=XA=kudAecrs локализация 
(Pp) ^ 
спектра X = ku no р . Использование же коэффициентов в ZZ 
играет ту же роль, которую при других подходах играет пополне- 
ние. Другой способ построения спектра RUA состоит в том, что 
_ свачала спектр K при помощи коэффициентов превращается в спектр 
‚ после чего убивание гомотопических групп дает спектр 


(KAYO, ..., =); 
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gto? спектр эквивалентен: спектру RUA. Мы можем написать 


GY =Ax BUA 
и принять это равенство за определение пространства BUA. | 
Далее, | 
[W, 92° Y ] = KA(W), 


где справа стоит К-теория с коэффициентами в Л. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6.3.4. Теорема 6.3.7 остается справедливой и 
при таком выборе спектров Х и Y; иными словами, отображение‘ 


О GE Roce aect Fie. sly 
UHSERTUBHO, 3 7 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6.3.5. Теорема. 6.3.2 остается справедливой и 


пои таком выборе спектров Хи Y,ecm Л =Ziy или Л = 2. 5. 


На самом деле здесь достаточно рассматривать накрытия 
7 teed 
ВС" Bee 


лишь для того простого Ф, которое фигурирует в группах = 2, 
или Л. = 7. ; конечно, % по-прежнему пробегает числа 0, 1, 2,... 
Так как в 6.3.5 участвует меньше накрытий, чем в 6.3.2, то ра-. 
зумно доказывать 6.3.5 раньше, чем 6.3.2. 

Теперь мы хотим перейти к рассмотрению случаев, когда 


§2°X больше похоже на BSU, чем на Zx BU. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6.3.6. Теорема 6.3.1 остается справедливой и. 
при слелующем выборе спектров: - 


X = K (2n,..:.; ©) ¢: любым nr20, 
У =ХЛ, где Л не имеет кручения. 


Очевидно, что это предложение поглощает предложение 6.3.4 
и, кроме того, дает при M = 2 желаемый нами результат. Спектр. 
K(4,...,0¢) представляет З-связную комплексную К-теорию, и 
его можно обозначить через $3, поскольку (при И, = 2) 


52°Х = BSU. 


ca 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6.3. 7. Теорема 6.3.2 остается справедливой и. 
при следующем выборе спектров: — | 


На coy 


Y= XA, me А = 2) или = 2, 


Опять-таки достаточно рассматривать накрития 
B(Z/p*) — B(Z/p***) 
лишь для одного простого | | 
Теперь мы хотим перейти к вещественной К-теории. Заменим 


спектр К спектром KO, представляющим классическую периодиче- 
скую вещественную К-теорию. Методом убивания гомотопических 


групи можно построить спектр | 
X =КО(2,..., <), 


представляющий Т-связную вещественную К-теорию; ero можно обо- 
значить через $30, поскольку 


<3°Х = В50. 


ПРЕДЛОКЕНИЕ 6.3.8. Теорема 6.3.Т остается справедливой для 
спектров X= $50 иХ = 6so0A, где A не имеет кручения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6.3.9. Теорема 6.3.2 остается mes WED для 
спектров X= 630 и У = $50Л, где A= = или A= 2, 


Опять-таки (конечно же) достаточно ВК ых 


B(Z/p*) —~ B(Z/p***) 


лишь для одного простого pe 

Теперь я MOMNTANCE продемонстрировать полезность этих ре- 
зультатов, приведя некоторые следствия, полученные Мадсеном, 
Свэйтом и Торнхэвом. Доказательств здесь я не буду даже наме- 
чать. 


СЛЕДСТВИЕ 6.3.10. Если & #0 тофр, то. 
ы ский 
$ 850, = В5О 
является бесконечнократным петлевым отображением, 
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Здесь через KX, обозначено то, что-обозначалось через К | 
Bra. Зи вые в отм параграфе. Этот результат имеется в [86] ‘ 
‚ теорема 4.5, с. 39. Однако, как заметил Мэй, его можно вывести 
из теоремы Адамса и Придди без помощи результатов Мадсена, Снвй- 
та и Торнхэва; om. [99], лемма 7.6, с. 132. 


СЛЕДСТВИЕ 6.3.11. Eom ®&Отоф р, то. 
№. 
"№ 850, и B50...) 
является бесконечнократным петлевым отображением. 

Здесь надо сказать, что символ р* может обозначать разные 
вещи; см. [86], с. 36-37. Я понимаю его, и это естественно, в 
смысле, объясненном в гл. 5; такое его толко е оправдывается — 
своей полезностью. При такой интерпретации р” следствие 6.3.11 
соответствует следствию 4.4 на с. 38 статьи [86]. Другие резуль- 
таты работы [86], в частности предложение D, с. 4, и теорема 

4.3, с. 37, представляют собой разновидности следствия 6.3.11 
относящиеся к другим интерпретациям отображения Pp . 


СЛЕДСТВИЕ 6.3.12. Отображения 


е: F/O —- BSO,, 
6: F/PL + BSO, 2 [4/2], 


левыми отображениями. 
См. [86], теорема Е, с. 5. 

_ Теперь обратимся к проблеме доказательств. Целью следующих 
трех параграфов является исследование или объяснение доказа- 
тельств предложений 6.3.4 - 6.3.9. Проще всего будет сосфедо- 
точиться на доказательствах предложений 6.3.4 и 6.3.5, а потом 

указать изменения или дополнительные аргументы, необходимые 
для того, чтобы доказать предложения 6.3.6 - 6.3.9. | 
Предлагаемое мною доказательство предложения 6.3.4 будет 
приведено в $ 6.4; оно отличается от доказательства Мадсева, _ 
Сизйта и Торихэва и опирается на теорему об универсальных ко- 
эффициентах; с ее помощью можно доказать и теорему 6.3.3. 
Теперь я намечу доказательство преддожения 6.3.5. Пусть 
A(A) есть множество ‘всех Н-отображений 


a: Zx BU — Лх ВОЛ, 


построенные Сулливаном 145] ‚ являются бесконечнократными пет- 


19-1 (45 


рассматриваемых как-аддитивные когомологические операции. 
a: КОМ) — KACW)., 


Структуру множества А(Л) описать очень просто; это сде- 
лано в § 6.4 в виде леммы 6.4.Т, так как вся предварительная 
работа проделана в этом параграфе. Эти результаты применимы к 
любой груше Л, не имеющей кручения, но с точки зрения ос- 
тальной части доказательства лучше всего начать с Ф®Ю-вдическо- 
го случая, A = 2. (Вывод  ф-локального случая A=Z из p- 
адического случая Л = 7, приведен в конце $ 6.4.) На самом де- 
ле я буду предполагать, Exo группа коэффициентов Л полна и. 
хаусдорфова в своей р-адической топологии. Тогда особенно 
просто описать структуру кольца KA(W), где W=B(Z/p') am 

| B(Z/p™ ); см. лемму 6.5.2. Затем мы можем найти условия, 
при которых элемент %е А(А)коммутирует с трансферами, отве- 
чающими накрытиям 


В{3). — B(Z/p), 
B(Z/p) ———~ B(Z/p’), 


oe ‘é€ «: €- & ee. eo. В А КЛ тм а, 


Нахождению этих условий фактически посвящен $ 6.5, и оно 
также не составляет труда; а именно, элемент 9, © А (Л)холжен 
действовать в B(Z/ p “) так же, как некоторая конечная Л-ли- 
нейная комбинация 


о, = ` ee a ae 
h&Omodp 


операций pe у которых №. взаимно просто с р (см. лемму 
6.5.6). | | | 
| Xopomo известно (и MH STO уже упоминали в $ 5.1), что 
A,” есть бесконечнократное петлевое отображение при усло- 
вий, что для нашей группы коэффициентов Л отображение ®: AA 
(умножение на №) является изоморфизмом; в нашем случае это име- 
ет место, когда % взаимно просто с. р. Отсюда следует, что 
любая конечная сумма ree : 
Я | : 
и, = at A a 
% #0 mod р 


тоже является бесконечнократным петлевым отображением. 
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‘ 


Итак, мы припли K выводу, что элемент Ol можно аштроксими- 
ровать (в подходящем смысле) элементами „и что каждый элемент 
Ol, поднимается до отображения 


$. «[Х, У]. 


одного спектра в другой. Нам, однако, необходимо найти один эле- 


$«[Х, У]. 


такой, что 69 6 =©.В этом месте в статьях [86], ©. 20, строки 
4-6, и [87],'с. 410, строки 6-7, авторы говорят о “несложной про- 
блеме сходимости, которую они могут без риска оставить читателю". 
Читателю всегда дестно знать, что авторы оказнвают ему такое до-' 
верие. Однако скептически настроенный читатель, возможно, поин- 
тересуется тем, не является ли это утверждение наиболее нуждаю- 
щимся в доказательстве и не сможет ли он "без риска" оставить — 
“несложную проблему сходимости" авторам. Ввиду этого в 6 6.6 я 
потрачу некоторое время на исследование этой проблемы сходимо- 
‚ сти. Излишне говорить, что я пришел к неблагодарному выводу, 
что авторы статьи [86] говорят чистую правду: они могут без рис- 
ка предоставить эту проблему мне. Я подозреваю, однако, что 
приводимые мною аргументы сильно отличаются от тех, которые 
имели в виду авторы этой статьи, и это связано с различием 
вкусов. Более точно, я думаю, что авторы статьи [86] собира- 
лись воспользоваться свойствами "пополнения по Сулливану" или 
какой-нибудь аналогичной конструкции. Но пополнение по Сулли- 
вану фактически представляет собой компактификацию; всюду, где 
она применима, она приводит к компактным топохогиям. При этом 
компактные топологии Чрезвычайно удобны, и я думаю, что именно 
это обстоятельство и собирались использовать авторн статьи [86]. 
Однако с общематематической точки зрения компактность не кажет- 
ся мне ни необходимой, ни уместной; это показывает примитивный 
пример группы 


x. = 
Л = @Z_., 
TES в 
для которой справедливы все приведенные вние результатн, хотя 
‘она не является компактной. Однако попблнение здесь в высией 
степени уместно. Так как я хочу выяснить, что происходит на 
самом деле, то я предпочту работать о пополнением, а не с ком- 


пактификацией, даже если это и удлинит изложение. 
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$ 6,4, Вычисление групп о hia Ala а 
тельство_ предложения 6.3.4 
В этом параграфе я предполагаю, что группа sosttebeemeon A 

не имеет кручения, HO не обязательно полна или хаусдорфова. 
Цель параграфа состоит в том, чтобы проделать всю работу, ис- 
пользующую лишь предположение об отсутствии кручения, ие 
тем, как вводить какие бы то ни было другие предположения. Для 
начала я опишу структуру введенной в $ 6.3 группы A(A). После 
этого мы обсудим некоторые средства вычисления группы hu Rul, 
что приведет нас к доказательству предложения 6.3.4. Затем, Ha~ 
конец, я покажу, что в предложении 6.3.5 случай. А) 
вытекает из случая A= 7.^. В промежутках я буду обсуждать тк | 
развития излагаемых методов применительно к другим =, yaoi 
мянутым в 6.3.6 -6.3.9. 


Труппа ACA) была определена как множество Н-отображений 
: 2х BU ——~ Ax BUA, 


или, что эквивалентно, как множество аддитивных когомологических 


операций 
a: K(W) — KACW). 


Для изучения кольца А(Л) мы в качестве пробного просхранства 
возьмем СР. Обозначим через & элемент из K(CP™), пред- 
отавляемый каноническим комплексным одномерным расслоением над 
СР” ‚ т.е. задаваемый очевидным отображением 


62” = BU(1) —> BU = {«ВОе ZxBU. 


Положим xc = &-4. Тогда КЛ(СР°) отождествляется с аддитив- 


ной группой A[[2c]] формальных степенных рядов А: . о 
Таким образом, всякий элемент © € А(Л) дает нам фор альный сте- 


пенной pan 


кв-л, 


430 


JEMMA 6.4.12. Эта констр ( еляет изоморфизм 
ACA) на КАР = АИ. Е 


Это - стандартный результат. См., например, [6], с. 85-87; 
сделанные там предположения относительно Л неоправданно ограни- 
чительны, но они вряд ли влияют на доказательство. —— 
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"СЛЕДСТВИЕ 6.4.2. любой элемент 0=А(/)определяется индуци- 
рованными им гомоморфизмами гомотопических. групп 


9 : . 
Oo: %, (Z*BU) on , (Ax BUA) (j20). 


Доказательство. Для любого $ мы можем TocTpo— 
ить такой элемент $, A(Z), что | 


$. (Е) =". 


(Это вытекает из леммы 6.4.1, но на самом деле явное построение 
такого элемента входит в состав доказательства этой леммы. См. 


[6], с. 86.) Индуцированный гомоморфизм 

(6), а ее т, (2x BU) 
представляет собой умножение на ‘некоторое целое число - В . ко 
торое равно нулю при #<% и отлично от нуля при; =; Ba сёмом 


деле легкое вычисление, использующее характер Чженя, показывает, 
что. | 


Ва = tt. 


Возьмем теперь любой элемен? CCE A(A) и предположим, что 
a(&)=LA, х 


тогда индуцированный гомоморфизм . 
Ov, (2 xBU) — ©, (Ax BUA) 


представляет собой умножение на 


Так как матрица [6,, | невырожденна, то числа д опреде- 
amt числа A, Лемма доказана. | | 

Детали этого доказательства нам еще раз понадобятся в 
$ 6.6, 

Изложенные результаты переносятся на вещественный случай. 
Структура гоушы KOA (CP) известна [15, 123]. Для получе- 
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ния подходящих. арии к ввести  Двуморине потоотвезрые 
расслоения 7 *) - овеществления комплексных расолоений 
или, иначе говоря, взять овеществления элементов 5”. Мы можем 


определить АО(Л) как множество Н-отобрежений 
o: Z*BSO —- ЛхВ5ОЛ ; 


возникает изоморфизм 
AO(A) — 2h e KOK(CP™), 


действующий по формуле 

(Множитель 2 появляется потому, что при аугментации 7] перехо- 
дит ва.) Следствие 6.4.2 в вещественном случае остается вер- 
HHM, ' | ем: ь 

Я уже сказал, что в основу вычисления группы [№м,, Aud] 

_ я предполагаю положить теорему об универсальных коэффициентах. 
к это в виду, мы начнем с описания Ак груп 


K, (kw). 
ЛЕМА 6.4.3. Tpaxymponannas груша К Chu), расоматривае- 


мая как левый Т(К)-модуль, является свободным модулем со 
счетным множеством образующих, лежащих в нулевой компоненте, 


Это будет вытекать из следующей леммы и одного известного 
результата, на который мы сотлемся. 


ЛЕММА 6.4.4. Отображение 
K (ku) — K CK) 


(индуцированное морфизмом и является мономорфизмом, 


Вывод леммы 6.4.3 из леммы 6.4.4. По теореме Адамса и 
Кларка [it] левый 4,(К)-модуль К „(К.) является свободным 
модулем со счетным числом образующих, лежащих в нулевой компо-- 
ненте. Но (К) есть (градуированная) область главных идея- 
HOB, поэтому дюбой подмодуль свободного ® „(К.)-модуля сво- 
боден. | 

Заметим, что метод работн [1] можно, конечно, применить и 
непосредственно к случаю К aU и). Это дает другое доказатель 
ство леммы 6.4.3, но не особенно облегчает нам хизнь, потому 
что лемму 6.4.4 все равно нужно доказывать. 
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Третья возможность (быть может, = менее удобная) основы- 
вается на вычислениях по методам, изложенным в книге [9], = 


6. 331—771, 


Лемма 6.4.3 остается верной и в вещественном случае: КО ) (650) 
есть свободный т „(КО) -модуль со счетным числом ‘образующих из 
нулевой компоненты. Конечно, здесь нельзя пользоваться тем, что 
подмодуль свободного модуля свободен, так как © „(КО)не есть 
область главных идеалов; приходится применять Meron реботн [17] 


непосредственно к случаю ко ($30). Это применение в основ- 
“Hom базируется на излагаемых name идеях; правда, требуются не- 
которые дополнительные тонкие рассуждения, связанные с 2-круче- 
нием в т, (Ко) при + #1,2mod8, ‘но мы их опустим. 

о ждиюму, уместно сказать, что этот метод довольствуется 
весьма экономным набором данных. Тот факт, что КО,(Х) есть 
свободный модуль, остается верным для любого спектра Х, удов- 
летворяющего условиям теоремы 6.3.1; достаточно даже потребо- 
вать лишь локальных эквивалентностей 


62” XZ. = BSOZ,, 


и условий конечности, а в том, sa все грушн 1 „(Х) 
конечно порождённ над Z. Так что поле нашей деятельности oxa-- 
зывается не столь уж узким. 

’Прежде чем доказывать лемму 6.4.4, я хочу расширить ее фор- 
aug, “a7; © Для этого я напомню полученное в [12] описание груп- 
m К,‚(К). Оно основано на вложении, 


К,(К) i K (K)®Q, 


поэтому я должен сначала описать грушу K,(K)@Q. top 


a, (K) является кольцом многочленов  Дорана Z(t, +], тде 


{ есть образующая группы. %,(К). Отсюда следует, что 
K (K)@Q есть кольцо многочленов Лорана 


‘Ом хи“ ar и 


re ии Uv - образы элемента ¢ при отображениях 
® (К) =K,(£"S°) — К.(К), 
я, (К) = (25°), (K) — K,(K). 


Tor 


Труша К „(К) описывается в [22] как подгруппа конечных Q- 
линейных комбинаций | 


Eek pee “чобы в. 


2,6 


удовлетворяющих некоторым условиям целочисленности. 

Даже для того, чтобы доказывать лемму 6.4.4, ‘полезно рассмот- 
реть спектры К(2н...., о )мекду К и Ru= K(0,. ..,29) (по пово- 
ду обозначений см. $ 6.2 ). 


ЛЕММА 6.4.5. Индуцированное отображение 
K(K(2n,...,00)) — K,(K) 


: ) He as | 
fa ue yv°eKk (К, что A, = 0 при 3<r. 


Отсюда, очевидно, следует pone 6. 4. 4. 
Доказательство леммы 6.4.5. Ясно, что об- 
раз группы К„(К(2и,,..,°е)) лежит в множестве указанных в лемме 
сумы, так как "К „(К(@и,...,°°)) ® @ есть множество сумм 
ng Vv в которых 3 изменяется от И, до oO. 
: Padomormn корасслоение 


К(2и,+2,..) — K(n,.. 00) = ЕМС, gn), 
где EM(Z,2n)ecrs спектр Эйленберга - Маклейна типа (7Z,2n), 


В силу периодичности достаточно рассмотреть случай М, = 0; мы 
получаем следующую коммутативную диаграмму: 


К, (K(2,..., 2) 8a К, КК, =) “> K ,(EM(Z,0)) 


| 


46) 4 Pr K (EM(@, 0») 
« (K)e@Q 


[52 


Здесь отображение — 
ch: К —— EM(Q, 0) 
есть нулевая компонента характера Чженя, а композиция 
К,(К) — «,(K)@Q_ 
действует по формулам 
ит += 0 ци 3 #0, 


+3 % 
uy += щиф=0. 
Отображение OC индуцировано очевидным отображением 
EM(Z,0) — EM(@,0), 


и я начну с доказательства того, что OO - изоморфизм. Дейст- 
вительно, по наблюдению Дж. У. Уайтхеда 


K ,(EM(Z/p, 0)) *H,(K;Z/p), 
и хорошо известно, что | en? 
Н.(К; Z/p) = 0 


для любого простого р. Переходя к расширениям, мы получаем, 
что 


K (EM(G,0» =H (K;G) = 0 


для любой конечной абелевой группы (Ст. Переходя затем к прямо- 
му пределу, мы видим, что аналогичное равенство имеет место для 
любой периодической группы G и в частности для G = Q/Z. 
Корасслоение 


ЕМ( 7,0) — EM(Q,0) —~- EM(Q/Z,0) 


дает точную последовательность. 
» — K (EM(Z, 0) —- К (EM(Q,0)) —- K (EM(O/Z, 0) «0, 


поэтому 0С есть и. что и утверждалось. 


1) это наблюдение состоит в том, что Е fF) = F AE) для жюЮбых 
спектров Е и fF, так как каждая из этих групп есть © (EAP). - 
Прим. перев, 
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Теперь я выведу отсюда эпиморфность гомоморфизма фьиз диа- 
граммы (6.4.6). 

Используя вложение ВО(4) — BU и рассматривая BU как второй 
член спектра Ru, мы можем построить элемент из К (ku), образ 
которого в К о(К) есть | | 


(uty ~4)(Wty-2)...(ute-(n-4)). 


Это вычисление первоначально было проделано в [12], а затем 
упрощено в других работах (см., например, [13]). Небольшое отли- 
чие наших обозначений от обозначений из [12], с. 407, обуслов- 
лено двумя причинами. Во-первых, здесь я считал ВО вторым чле- 
ном спектра, а не нулевым, как в [12]. Во-вторых, я использовал 
К ) вместоК г ). Во всяком случае, образ нашего элемента при 
отображении x ; : 


K ,(K(0,...,2°)) — (К) @Q 
есть (-1)” /nv. CP ie 


Так как это справедливо для любого fl, отсюда следует, что 
гомоморфизм 4, из диаграммы (6.4.6) есть эпиморфизм. 
Из точности последовательности 


K,(K@,...2)) 2+ КАКО,..=)) “+ K,(EM(Z, 0 


следует теперь, что гомоморфизм 1, является мономорфизмом. В 
силу периодичности MH получаем, что pas 


K .(K (2n+2,...,20)) —= K,(K (2r,...,22)) 


есть. мономорфизм при всех Iv. 
Рассмотрим теперь спектр К. как предел последовательности 
спектров | 


> K(2n+2,..,00) —=K(2n,..,00) —= ... 
Тогда K,(K) - прямой предел прямой системы 
wo —* K,(K(2n+2,..,00)) —= K (K (2n,....20)) — ... 


Так как это прямая система мономорфизмов, то отображение каждого 
члена в предел есть мономорфизм. Отсюда следует первое утвержде- - 
ние леммы 6.4.5, которое заодно доказывает леммы 6.4.4 и 6.4.3. 
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Для_заверие: rages war pee рассмотрим в К,(К) элемент 
вида LA. wv oA, =0О щи $ <м.. Так как K,(K) -. 
прямой“ редел овисанной Хнше системы, то этот элемент приходит 
из некоторого ее члена, скажем, он есть образ элемента | 


хеК,(К(2т,..., ®°)). 


Теперь применим индукцию по М. Если ‚< М,, то имеется сле- 
дующая коммутативная диаграмма, аналогичная диаграмме. (6.4.6): 


K(K(@m+2,..,20)) ate К Kem... ео = SK (EM(Z, 2m) 


|x 


К, (К) the К (EM(@,2m) 


| |. 
<, (К)® © 


Так как образ элемента 55 в К „(К) имеет Вид я uv 
с an, ,=0 при S<m, то при ‘отображении в ©,(K)®Q влемент x, 
переходит в 0; поэтому хе Кел фи, значит, CEimt,. Этим 
завершается шаг индукции, и отсюда следует, что наш элемент 2 
приходит из K (K(2n,...,02)). Лемма 6.4.5 доказана. 


Это рассуждение (являющееся чисто стабильным и имеющее дело с 
легко описнваемыми группами) служит заменой части доказательст- 
ва Мадсена, Снэйта и Торнхэва, основанной на вычислении K-Pomo- 
логий пространств Эйленберга — Маклейна. 


ЛЕММА 6.4.7. Имеется изоморфизм 
[hu KA], — Нот”. к(К.Чих, СКА), 


в соответствие элеме у Е oe KA "фи гомомор- 
физм, переводящий се 


Здесь через <$, x”) a ee: произведение эле- 
мента ф из КЛ-когомологий и элемента © из К-гомологий. 


ое A elie anemone one 
соответствующий нашей ситуации вариант теоремы об универсальних 
коэффициентах. Точнее говоря, теорема об универсальных коэффи- 
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циентах утверждает, что существует спектральная последователь- 
НОСТЬ 


ХК), 1) — KAW), 


в которой краевой гомоморфизм имеет описанный выше вид: он пе- 
реводит феКЛ" (УЙв гомоморфизм К iW) —@ (КЛ), действующий 
по формуле < == <f,2). Этот вариант теоремы об универсальных 
коэффициентах содержится в [6], лекция 1; правда, там ничего не 
сказано о сходимости этой спектральной последовательности, но 
ее сходимость может быть доказана с помощью указаний, приведен- 
ных в [7|, с. ЛЯ. Эта спектральная последовательность сходится 
в том смысле, что она удовлетворяет теореме 8.2 из [9], с. 224. 
В нашем случае группы Ete "e к. (Ки), х,(КЛ)) тривиальнн при 
5>0. в силу леммы 6.4.3, "tay ‘aro спектральная последователь- 
ность вырождается в аа Ни . Это доказывает  лемму 
6.4.7. | | 


Лемма 6.4.7 остается верной и в вещественном случае: имеется 
р 


[bs0, KOA}, —- Нот, «ко ККО, (650), n,(KOA)). 


Доказательство аналогично. 

ой способ (видимо, менее удобный) вычисления групп 
[ku, KA], x [$50, KOA], состоит в применении методов ре- 
боты [14]. 


on’ Chie, K! 6.4.8. (0). Нечетные компоненты градуированной груп- 
м, Al, тривиальны 
о ) Если мы я fe[ku, КЛ] г гомоморфизмы 
+: с, (Rw) ew. (KAY 
тривиальны при всех py he £=0. 


Доказательство . Утверждение (Q) непосредствен- 
но следует из леммы 6.4.7, поскольку нечетные компоненты граду- 


т) Являющийся, следовательно, изоморфизмом. - Прим. перев. 
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ированной группы 


Hom’ (Ke (hw), (KA) 


тривиальны по лемме 6.4.3. 
Для доказательства утверждения ($) рассмотрим такое ие 
жение += ви, КЛ |], что любая композиция 


E ee ee Е ви = KA 


(где 520 ) тривиальна. Отсюда следует, что в обозначениях лем- 
мы 6.4.5 


< $, uy?) =0 при 329. 


Eom x — элемент группы К. (Rw), то по лемме 6.4.5 некото-- 
рое его кратное У, можно представить в виде 


ae Ue ure, 


$30 ых 


ге A,,¢ Я. тогда <$, ух) =O и, значит, <4, a) = 0, 
поскольку Л не имеет кручения. Равенство { = О сладуее теперь 
из леммы 6.4.7. Следствие 6.4.8 доказано. 


Утверждение 6.4.8(&) переносится и на вещественный случай в 
том смысле, что (-Г)-я компонента группы [$50, КОЛ |, триви- 
альна. Доказательство аналогично: образующие %®,( KO ) -модуля 
КО, (650) лежат в нулевой компоненте, а (-1)-я компонента 
Колька ®„(КОЛ) тривиальна, так что и (-Т)-я компонента груп- 
пы Hom" тривиальна. Таким способом вообще можно доказывать 
теоремы типа 6.3.3(%); аналогично обстоит дело и maa 6.3.3(6). 

Следствие 6.4. 8($) тоже переносится на вещественный ож, 
только надо сделать очевидную замену группы №, группой wT, . 
| 3 he 

В частности, отображение 4: : $50 КОЛ определяется индуцирован- 
ными гомоморфизмами гомотопических групп. Докавательотво анало- 


ГИЧНо.. 


Доказательство предложения 6.3.4. 
Из стандартных свойств связных спектров следует, что отображе- 
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[Ru, ku A] — [& м, KA | 


является изоморфизмом; кроме того, воздействие отображения $: 
фи, — Вина гомотопические группы определяется воздействием 
на гомотопические группы отображения 60$: ZxBU — ЛхВОД.По- 
этому предложение 6.3.4 вытекает из утверждения 6.4.8($). 

Доказательство предложения 6.3.6. 
Лемма 6.4.3 остается верной при замене спектра Фи спектром 
K(2n,...,°°) с любым М, (потому что нужное утверждение вытекает 
из этой леммы и периодичности или, если угодно, потому что дока- 
зательство леммы 6.4.3 точно так же проходит и в общем случае, 
фигурирующем в лемме 6.4.5). Поэтому и леммы 6.4.7 и 6.4.8 ос- 
таются верными при замене спектра RU любым спектром К (и... о); 
доказательства почти не меняются. Но такая замена превращает 
доказательство предложения 6.3.4 в доказательство предложения 
6.3.6. | | 

Аналогичным образом эти рассуждения проводятся в веществен- 
ном случае и доказывают предложение 6.3.8. 


ЛЕММА 6.4.9. Если предложение 6.3.5 верно для р-вадического 
случая Л = 2, ‚ то оно верно и для ф-локального случая A= 7. a 
Доказательство . Пусть хеА(2„)). Индуциро- 

ванный гомоморфизм гомотопических групп | 


a,: ©,,(ZxBU) — «, (Z,, *BUZ,,,) 


является умножением на некоторое число ALE Z >) Мы должны 
предположить, что OV коммутирует с трансфером и что предложение 
6.3.5 верно для A=Z p" Тогда существует такое отображение 


$: hu — ku 7.,, 
что 24 совпадает с ай композицией 
mw A A 
ZxBU — Z..xBUZ,..—~ Z)xBUZ.. 
Тогда индуцированный гомоморфизм гомотопических групп 


$. %, (Ru) cea хи 7, ) 


является умножением на то же самое число А 5 eZ Отсюда 
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следует, что для каждого одночлена- Uo” имеем") 
_ фи) «(К eZ, 


Пусть теперь Xe К (ku); используя ins 2 4.5 так же, как 
мы делали это в доказательстве предложения 6.4. 8($), мы можем 
написать 


Ух = Ry uy’, де Аа, е Z, 


и, значит, 
«$, ух) © T AK) eZ... 


Отсюда следует теперь, что элемент <$, 2), который a port 
принадлежал кольцу Tc (K eZ ‚на самом деле принадлежит кольцу 
® „(К)® Z. Из леммы 6.4.7 следует топоть, что ф пропуска- 
ется через Srobpubinin 


f': фи — hu Dey 


Наконец, следствие 6.4.2 показывает, что ЖИ | = OW, ат 
6.4.9 доказана. 


Аналогичные рассуждения позволяют вывести случай Л = С. pi 
случая A =Й^и в предложении 6.3.7, но здесь приходится распла- 
ться за То, что мы ничего не знаем об аналоге групы А(Л) 
мт НЙ Действительно, в конце наших рассуждений нам по- 
требуется знать, что отображение 


OL Boa BSUZ,, 


определяется композицией 
BSU -=- BSUZ,,, — BSUZ? 


Это, однако, легко доказать, Эри, ых спектральную 
последовательность Атьи - Хирцебруха. Я не советую, тем не менее, 
испытывать эти соображения на BSO для вывода случая A= . 5) 


из случая A=Z в предложении 6.3.9; к тому же в веществен-. 

ном случае я сказал об аналоге группы А(Л) достаточно много. 
‚Вполне понятно, что рассуждения, при помощи которых мы дока- 

зывали лемму 6.4.9, применимы не только к случаям групп (>) 


I), символах а и 4 разные. — Прим. перев. 
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и 7^ ; при подходящих предположениях о группе Л подобное: 
рассуждение проходит для вложения этой группы в ее р-адиче- 
ское пополнение. 


В этом и следующем параграфах я предполагаю, что группа коэф- 
фициентов Л не имеет кручения и что она полна и хаусдорфова в 
-вдической топологии; например, годитоя Л = 1. В этом па- 
раграфе я вычислю группу KA(B(Z/ о") и  продембнотрирую эф- 
фект предположения, что элемент %е А(Л)коммутирует с траноёе- 
ром. Результаты будут описаны в терминах прямого разложения 
Я начну с вычисления группы KA(B(Z/p”)). В rpyme U(1) 
имеется единственная подгруппа, изоморфная груше Z,/ ae вло- 
жение определяет отображение 


B(Z/p*) — В0(1) = СР”. 


Пусть &,® К (В(2/р°)) есть образ элемента & е К(СР”). это 


элемент удовлетворяет соотношению | 


м 
(8. =. 
ЛЕММА 6.5.1. Элементы Е: где t пробегает все вычеты 


тор”, составляют Л-базис в КЛ(В(2/ р”); в то же время 


KA'(B(Z/p*)) = 0. 


Я продолжаю формулировать результаты прежде, чем давать дока-. 
зательства. | 


СЛЕДСТВИЕ 6.5.2. Для любого % и любого a € ACA) существует 
такая конечная /\-линейная комбинация 


ee ray 
4 


операций ИА которая действует так же, nse и, В. K (B(Z/p), 
и, на самом деле: в. K(B(Z/p*)) для всех 1% <”. 


{60 
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ЛЕММА 6.5.3. Отображения | | 
д B(Z/p”) —= B(Z/p"") —..— BUG) = CP” 


индуцируют изоморфизм ws KA(CP™) в fim K.A(B(Z/p”)). 
СЛЕДСТВИЕ 6.5.4. Композиция”) | 


A(A) — Lim. tim KA(B(2/p*» 
является изоморфизмом. 


Доказательство леммы 6.5.1. вы 
спектральную последовательность Атьи - Хирцебруха. Пусть R(Z/p’) 
есть кольцо представлений группы Z/p"; оно является свободным 

Я,-модулем и свободно порождается ол омерными представлениями 
группы 4/5” р. Вложение К (Z/p*) в, в К (B(Z/ р ")) переводит одно-- 
мерные представления в элементы as (где + пробегает все BH 
четы то р ”). обычная фильтрация пространства B(Z/ р ero 
остовами задает фильтрацию группы K°(B(Z/p")): ог — 
этой фильтрации на К (Z/p *) дает фильтрацию R(Z/p*) , групин 
R(Z/p*). Факторгруппа’ 


R(Z/p”), /R(Z/p"), ; 


есть Z при i = Ou 2/5“ при т.>0. Профильтровав группу 
A®R(Z/p ”)подгруппами Лек(Р/р` ),, _» мы получим сохраняющее 
фильтрации отображение 


A ®@R(Z/p*) — KA(B(Z/p" ). 


Так как /\ не содержит элементов конечного порядка, то функ- 
тор A® сохраняет точность; поэтому 


A@R(Z/p"), A при т, = 0, 
А A/p “A пра т, > 0, 
и ста факторгруппа изоморфно отображается на член Ё ‚ спектрально? 
последовательности Атьи - Хирцебруха . Эта спектральная последо- 
1) отображения A(A) — K(CP изоморфизма леимы 6.68 4 


Имеется в виду, что группа hah этой спектральной последо-- 
вательности изоморфна этой факторгруппе при четных $ и t с 3+4 =2т 
°и равна нулю в остальных случаях. - Прим. перев. 


А | тет 


вательность тривиальна, и мы видим, что КА“В(2/р“) = 0. в то 
время как KA(B(Z/p™)) есть обратный предел dl ee 


N@R(Z/p")/Ae R(Z/p"), 


иными словами, KA’ (B(Z/ р") есть пополнение группы A@R(Z/p) 
по топологии, индуцированной фильтрацией. Далее, R(Z/p *) есть 
прямая сумма группы Z (порожденной 1) и идеала R(Z/p*)- ядра 
аутментации, - являющегося свободной группой ранга pd ; анало- 
гично обстоит дело с. N® R(Z/p*). На слагаемом Л. групиы 
A®R(Z/p*) фильтрация тривиальна, а на слагаемом N.@ R(Z/p") 
топология, порожденная фильтрацией, совпадает с р-вдической то- 
пологией. Так как группе /Л полна и хаусдорфова в р-адической 
топологии, то пополнение N@K(Z/p’) по топологии, порожденной 
фильтрацией, есть снова A®R(Z/p ). Это доказывает лемму 6.5.1 


Доказательство следствия 6.5.2. Пусть 
даны OLGA(A)u некоторое *%. Если 


ий | 
$ Ат ‘ 
£0 | 
Е, = LAS. 
. % | 


По лемме 6.5.1 мы можем подобрать такое 6, что $(&_) = (6 ), 
% №. % et 
Имеется отображение B(Z/p i- B(Z/p ), цереводящее &, в ae 
° так что по соображениям естественности $(=.) = a(&)).B силу ли- 
’нейности отображений © и они совпадут и на любой конечной 
`Д.-линейной комбинации 


a 


Теперь, так как конечные ,-линейные комбинации плотны в топо- 
логии, порожденной фильтрацией группы К(В(2/р”), и так как оба 
отображения ©, $ непрерывны в этой топологии, то AX = 6х для лю- 


бого XE K(B(Z/p*)). | 


т) Можно доказать (см. `[17] oF что если в спектральной последо- 
вательности Атья - Хирцебруха на каждой клетке © E&** почти все 
дифференциалы тривиальны, то группа KA*(X) действительно присо- 
ие Бо (т.е. в ней нет элементов бесконечной фильтрации)? 
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Наконец, утверждение о В (Z/p*') вытекает из эпиморфности 

отображения и а 
K(B(Z/p* )) -— K(B(Z/p”)) 

и естественности операций ©,6. Этим доказано следствие 6.5.2. 


Доказательство леммыб.5.3. Пусть 2/р” 
есть объединение подгрупп 2/ю“ грушы (4). Cuadmm Z/p~ — 
дискретной топологией; тогда В(2/р”)будет пространством Эйлен- 
берга - Маклейна типа (Z/p™, 1). Следовательно, В(2/р`) можно 
строить как прямой предел пространств В(2/ю”). Tax как обрат- 
ная система | | | | 


.. — KA‘(B(Z/p") — КАВ(/Ь"") — .. 


COCTCAT из эпиморфизмов, то отображение 
Lime K A*(B(Z/p")) — KA"(B(Z/p™)) 


является изоморфизмом. Рассмотрим теперь отображение 
В(2/р”) — BU(4); 

гомологические групин этого отображения — это гомологические 

групин пары, возникающей при превращении его во вложение, и те 


из них, которые отличны от нуля, изоморфны Z[4/p I. Так как 
группа Л хаусдорфова в р-адической топологии, то 


Нот (7 [4/5] ,^) = 0, 


и несложное вычисление, использующее полноту группы Л в ее 
р-адической топологии, показывает, что 


Ext(Z[4/p],A) =0. 


Из обычной теоремы об универсальных коэффициентах следует, что 
когомологии нашего отображения равны нулю, т.е. отображение 


Н "(В (Ир); А) += Н(СР: А) 


является изоморфизмом. При помощи спектрельной последовательно- 
сти Атьи - Хирцебруха MH выводим из этого, что отображение 


KA*(B(Z/p™)) — КА\СР”) 


также является изоморфизмом. Этим. доказана демма 6, 5. 3. 


Следствие 6.5.4`вытекает из лемм 6.5. Зиб.4.1. 

Лемма 6.5.7 переносится и на вещественный случай, если мы 
заменим расслоения & „соответствующими двумерными вещественны- ы 
МИ pene ne Mi ДОЛЖНЫ вспомнить, что 7, =. 1, 

и что 1, ый при t =; mod р" ; поэтому степень + должна про- 
бегать подходящее множество представителей, например — 
Osis р “/2 . Так как вое эти расслоения четномерны и ориенти- 
руе то на самом деле мы получим описание подгруппы 2Л ® 
® KSOA(B(Z/p”)) группы KOA(B(Z/p г: : 

Следствия 6.5.2 и 6.5.4 тоже wisi Ha вещественный 
случай. - 

Остальные результаты этого параграфа переносятся на вещест- 
венный. случай без серьезных изменений, и я в большинстве случаев 
` не буду упоминать об этом. 

Теперь с помощью изоморфизма ИЗ следствия 6.5.4 мы можем 
описать прямое разложение группы А (Л). В обозначениях леммы 
6.5.1 зададим прямое разложение группы KA(B(Z/p™)) бормулой 


рык) Ea) 


itOmodp. “ rane ies 


ан чт0 это разложение: сохраняется при переходе к обрат- 
ному пределу и задает прямое разложение группы A(A) вида, ска- 
жем 


(6.5.5) . ao = a’ +o", 


Breck Ol есть Ta часть at Lk a, которая может быть опреде- 
лена при помощи операций $ k, взаимно простым с р (и кор- 
ректного перехода к пределу), в то время как oecth та часть 
а QO, которая может быть определена при помощи операций 
№, кратным р (и корректного перехода к пределу). Это пря- 
мое разложение обратного предела основано на предположении о 
полноте и хаусдорфовости групины A pee р-адической топологии и 
не может ‘быть получено без такого рода предположений. | 
Теперь ясно, что предложение 6.3.5 будет вытекать из. следую- 


щих двух результатов. 
ЛЕММА 6.5.6. Если ae A(A)a если если. го* Те Те для всех наших 


накрытий B(Z/p?) > B(Z/p***), 10 aw” = 0. 
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‘IRMA 6.5.7. ‘Eom w@A(A) ное =0, то окт 


Лемма 6.5. 7 будет доказана B § 6.6; Hama задача в этом ца- 
раграфе заключается в доказательстве леммы 6.5.6. Я приступаю 
к описанию участвующих в ней трансферов. 


ЛЕММА 6.5.8. Трансфер, отвечающий накрытию 
В(2/р“) — B(Z/p***), 


переводит =* ae Bae где $ пробегает р вычетов вычетов тор”, 
сравнимых с *% mod 

Доказате льство. еж 
диаграмма групп: 


р 


2 


Z/p" — Z/p 


нижняя стрелка которой есть очевидный эпиморфизм. Она индуци- 
рует следующую коммутативную диаграмму , вертикальные ne ieee 
которой являются накрытиями: 


В) ~ 
B(Z/p***) —~ B(Z/p) 


Для стоящего справа накрытия MH используем конструкцию 
Атьи трансфера в К-теории, и мы видим, что Т1.°{=р, где 
регулярное представление группы Z/p. В сиду естественности 
для стоящего слева накрытия мы получим 


и a чи. 
Тл1=1 Psi ad SE: ae 
Для Тл(=* ) требуемый результат вытекает теперь из мульти- 
пликативности трансфера’, так как ры ek nie `)) есть образ 
элемента в 8 K(B(Z/p )). 
et ac 


к следует из коммутативности диаграммы после утверждения 
.4: ee A {= Text (y) для любого накрывающего отображения 
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Лемма 6.5.8 позволяет нам узнать, в какой мере наши операции 
коммутируют с транофером. Е разложение (6.5.5) 
на == “+ о”. 


TENMA 6.5.9. Трансфер, отвечающий накрнтию — 
| B(Z/p") — B(Z/p™**), 
удовлетворяет соотношению = 
(я Тл- Та) = ро’Е" - Tras, 


Доказательство . Достаточно доказать эту форму- 
лу для 1 = f, а потом воспользоваться естественностью. Эта фор- 

мула линейна по 0 и зависит лишь от действия © в пространствах 
В/У) B(Z/p* *1); поэтому, фогласно следствию 6.5.2, до- 
статочно доказать ее для © = der api сначала Rk = 0 mod.p, 
так что Oo = Y° =q,.Torna 


pri м, 
4+4 hehe 
bs aD а * ее — 


№+{ 
= p&.,, (пак как Ap*s0 mod p***) = БЕ 


Если же К, #0 тор, то © =Q, так что правая часть формулы 
равна нулю; можно провести те же вычисления, что и для случая 

® = О modp, но проще сказать, что операция ©, = = лежит в {ти 
поэтому oll = To Лемма доказана. 


Применяя лемму 6.5.9 к операциям жи’, мы можем разложить 
ее на две порку: 


oO Tet = Tr ov af 
ou" Tr =" a pave. 


Эти формулн останутся верными. при замене элемента 
любым элементом Хе K(B(Z/p***)), а элемента с, - o6pason 
элемента 2 в группе K(B(Z/p" р “); нам нет необходимости до- 
казнвать это. 
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Доказательство леммы 6.5.6. Предположим, 
что Же А(Л) коммутирует с ‘транофером во всех наших накрытиях. 
Предположим сначала, что (1) = Ad, где АЛ. Применяя лем- 
му 6.5.9 к накрытию | 


BU) — - ВСР 
и полагая 1 = 0, м получим 


prs 
(wTu-Tro)d =pot-Tra'd = ^(в- - а ‘) 


4=0 


так что обязательно A = 0. Предположим теперь по индукции, что 
В B(Z/p* ) имеет место равенство we, = 0; индукция начина- 
ется со случая = 0, в котором наше утверждение истинно В силу. 
сказанного выше. Рассмотрим накрытие— 


B(Z/p*) — B(Z/p***); 
из леммы 6.5.9 вытекает, что 
ри | -Тла"&,=0. 


Но Tra & № = 0 no Pacman индукции, TAK что ро “Е. =0, 
aye i ma 
Так как по лемме 6.5.1 группа KACB(Z/p ‘)) не имеет кручения, 
то © ВИ Шаг индукции завершен и, значит, ore. = () для всех 
м, . Теперь из следствия 6.5.4 вытекает, что 0’=0, и meme 
6.5.6 доказана. 


Вывод прелложения 6. 3. 7 из предложения 6.3.5 т N= 12. 
Нам опять предстоит расплачиваться за наше невнимание к группе 


Пусть дана аддитивная когомологическая операция 4 
%: [W, BSU ] — [W, BSUA], 


re A =7^ Cgrmsono [x0], имеется единственная когомодогиче- 
ская at МВ: ‚ включаемая в коммутативную диаграмму 


(w, BSU] —- [М BSUA | 
[w,BU] —— [w, BUA] | 


Suis: если операция “ov коммутирует с трансфером для всех наших 
накрытий, то это верно и для операции 0; действительно, если 
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| = Ви ), BU], то ”% есть образ a элемента` 
® [B(Z/p”), BSU], поэтому равенство Ty = ca ween за 


собой равенство 
$ Тур” х = Tr bp x 


и, значит, равенство Тжх = Тя $x ввиду отсутствия кручения и: 
[B(Z/p***), BUA]. 

Имеется много операций С, включаемых в коммутативную диа- 
грамму | 


[w, BU] — [№ BUA] 


[W, Z.* BU] —- [W, Ax BUA] 
Чтобы построить такую операцию, нужно, в сущности, только вы- 
брать скаляр А с 
ci =A. 
Однако имеется одна и только одна такая операция C, комму- 
тирующая с трансферами во всех наших накрытиях. Более точно, 


так как на элементах из ядра аугментации С уже коммутирует с 


трансферами, то для коммутирования С с трансферами необходимым 
и достаточным является равенство 


Cid = Tred. 


Рассуждая так же, как при доказательстве леммы 6.5.6, мы видим, 
‚что необходимым и достаточным для этого является i A 
с"4 =0. Ho в тривиальном случае мы имеем (W°)"= WW: следо- 
paces, имеется одно и только одно значение A, гарантирую-- 
mee равенство С”4 = 0. 
Считая верным предложение 6. < 5, мы получаем отображение 


4: К(0,...,®) УЕ (K(9,...,0°)) A, 
для которого 90 $ = с. Отображение $ задает отображение 
g: K(4,...,00) — (K(4,..., A, 


Для доказательства равенства SQ” 9 = достаточно проверить, что 
% опреденнотоя композицией 


BSU —- BSUA — ЛхВОЛ, 
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а это непосредственно следует из того, что BSUA является pe~ 
трактом пространства Л х BUA . Доказательство закончено. 


Соображения, связанные с переходом от $ к С, хорошо рабо- 
тают и в вещественном случае. 


§ 6,6. Несколько слов о сходимости 


Целью этого параграфа является доказательство леммы 6.5.7. 

Я проведу его для комплексного случая; в вещественном случае 
серьезных отличий не возникает. 

Естественно прежде всего обсудить возможные способы тополо- 
тизации множеств [Ru, Жи А] и ACA): Тончайшая из разумных 
топологий в | Жи, Ви,Л [есть "топология фильтрации", в которой 
типичная окрестность нуля состоит из морфизмов ф: фи, — Rud, 
имеющих тривиальное ограничение на остов LU; как тополог, | 
я, быть может, OL р”&о предпочитаю именно эту топологию. 

`С другой стороны, рассмотрим композицию 


(Ки, ви] —2-- ACA) — KA(B(Z/p*) ®. 
| р 


Хочется, конечно, чтобы она была непрерывной. Очевидной тополо- 
гией в К A(B(Z/p")), отвечающей этому требованию, является 
опять-таки топология фильтрации, в которой окрестностями нуля 
являются ядра 


вел [КЛ(В(/ 5") — KA(B(Z/p")")]. 


Конечно, было GH неразумным надеяться, что указанная выше компо- 
зиция останется непрерывной и для любой более тонкой топологии 

в KA(B(Z/p’)). Ho группа KA(B(Z/p*) разлагается в прямую 
сумму пн Л (не создающей никаких проблем) и ядра аугмента- 
ции, KA(B(Z/p*); на последнем топология фильтрации совпада- 
ет с ф-адической топологией, в которой 2 считается достаточно 
близким к нулю, если 


x = 0 mod р” 


1) отображение A(A) -= КА(В(2/5)имеет вид A(A) = KA(CP™)= 
= KA(B(Z/p™)) = КА(В (т Z/p*)) — fim KA(B(Z/p") = 
> KA(B(Z/p")). - Прим. nepes. ee oes ; 
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для достаточно большого fl. С алгебраической точки зрения. 

р-эдическая топология проще и удобнее, так что представляется 

разумным ввести ф-адическую топологию BO всю группу КА(В( р. ) 
Очевидная топология, которую можно ввести в 


A(A) = Lim KA(B(Z/p")), 


есть топология обратного предела р -адических топологий в чле- 
м, 

нах KA(B(2Z/p"). Я буду называть такую топологию предельной; 

это - одна из топологий, очевидным образом связанных с вычис- 

лениями $ 6.5, включающими трансфер. Возможны, однако, и другие | 

определения, столь же разумные и приводящие фактически к той же 

самой топологии. Во-первых, вспомним. изоморфизм 


A(A) — КЛ(СР®) = ^[[х]] 


из леммы 6.4.1. Mu можем топологизировать Л[[х]], считая 
типичной окрестностью нуля множество таких формальных степен- 


4. 
ных рядов ae что 


: = 0 modo" для Ost <m. 


Такую топологию я буду называть топологией рядов. 
Во-вторых, мы можем топологизировать А(Л), считая типичной 


окрестностью нуля множество таких отображений 
и: 2b. Ах BUA, 
что гомоморфизмы | 
©, (ZxBU) — ©, (Ax BUA) 


сравнимы с нулем по модулю 0" при O<tsm. Эту топологию я 
буду называть ,-топологией; это - топология, наиболее очевид- 
ным образом связанная со строением группы [фи ku Л]. 

Разумеется, так как мы имеем дело исключительно с, К-теори- 
ей таких простых пространств, как B(Z/p*) и CP”, то между 
этими тремя топологиями должна быть простая связь. 


ЛЕММА 6.6.1. Все три топологии в A(A) совпадают. 


Для наших целей достаточно знать, что предельная топология 
тоньше ФТ,„-топологии; но было OH глупо пройти. мимо окончатель- 
ного результата. 
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Я повременю с доказательством леммы 6.6.1 и закончу мои объ- 
яснения. Я опишу теперь несколько топологий в множестве [№ м, фи. 
Первая такая топология естественно возникает из нашего анализа 
группы A(A): типичная окрестность нуля состоит из таких ото- 
бражений 4: Ru — Ви Л ‚что гомоморфизмы 


1: т, ве kw) 


сравнимы с нулем по модулю ™ при det <т,. В силу сказанного 
выше и предложения 6.3.4 это означает, что множество [№ и, фи Л] 
топологизируется как подгруппа группы A(A), в которую оно 
вкладнвается посредством G2. 

Второй топологией является p-ammueckas топология, естествен- 
но возникающая в группе 


Нот, eG Ke (Rw), % (KAY) 


из леммы 6.4.7. Для описания типичной окрестности 2 возьмем 
конечное множество элементов D,, ©.,..,5С из К (ku) по 
делим типичную окрестность V ля как множество таких {=КА (hu) 
что вое числа 


<, x, ), <$, х,), в <4, x) 
делятся на pits. ‚ Я буду называть такую топологию К „топологией. 


ЛЕММА 6.6.2. Определенная выше %,-топология в [вл фи. A} 
совпадает с К,-топологией, 


Конечно, надо отметить, что обе эти топологии строго грубее, 
чем топология фильтрации, с которой я начал это обсуждение. 

Я отложу и доказательство леммы 6.6.2 до окончания моих объяс- 
нений. Оправданием лемм 6.6.Т и 6.6.2 служит их использование В 
следующем рассуждении. 


BuBog леммы 6.5.7 из лемм 6.6.1 и 6.6.2. Рассмотрим в 
ACA) элемент 0, лежащий в подпространстве Ob" = 0. Из определе-_ 
ния разложения (6.5.5) видно, что OU аппроксимируется конечными 
суммами 


о = — у. hoe 8 
& #0 mod + 
| й . оо | т a 
эти суммы Ol, лежат в {1.50 и сходятся к © в предельной то 
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пологии групиы А(Л). По лемме 6.6.1 предельная топология сов- 
падвет с остальными топологиями в А(Л). Отождествим [Au, 
с подгруппой im€2 rpynmy A(A). Из леммы 6.4.7 следует, что. 
группа [Rw ‚ви Л] полна в К,-топологии, а по лемме 6.6.2 — 
К,-топология совпадает с топологией, индуцированной в [т 92” 
топологией группы А(Л). Отсюда вытекает, что ЕСН 
ность OL, сходится и в imSe” и, значит, o е {т 92°”. Этим 
доказана Земма 6.5.7. va 


Доказательство леммы 6.6.2, asi Vs oie 
рестность в “,-топологии, состоящая из таких 4, что 


fe: (ku) Re (kw) | 


сравнимо с нулем по модулю Ю. при O< ism. Это равносильно 
тому, что | В | 


4,9“) = 0 mod.p™ при O<sism 


так что У является окрестностью ив К,„-топологии. 

Обратно, пусть V - некоторая oxpecrnoors в К, -топологии; 
цостаточно рассматривать окрестность, определяемую каким-либо 
одним элементом ace K (Ru) a состоящую, следовательно, из таких 
pe kKA*(hku) ‚ что {{,х) =0 mood prs Элемент 2 можно пред- 
ставить в виде конечной т soit | | 


re M, eQ и 370; мы можем считать, что в сумму ХОДЯТ 

лишь члены с O<3<m. Рассматривая общий знаменатель коэффици- 
писать, что 

ентов. MM,» Мы можем на 


ptx=Ly,, bea, 


a) ba 


/ 
ге у.е. м, Задав окрестность V в ,-топологии сравне- 


(f,v*) в 0 mod р"*" пи O<s<m, 


MH ВИДИМ, ЧТО ИЗ фе У. следует + eV, т.е. У CV. Этим до- 
казана лемма 6. 6.2. 
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Доказательство леммы 6.6.1. Сначала a 
докажу, что топология рядов совпадает с „-топологией. 
Вспомним, что в доказательстве следствия 6.4.2 была установ- 
лена такая связь коэффициентов ряда 


%(&) = }. А. 
и индуцированных гомоморфизмов | 


4: т, (Z* BU) —*, КА*ВИл) 


er ра обоя Pree на числа /4 
© Py eZ. Поэтому если для чисел А опеки Л 


A= 0 mod p™ при ЕЕ т. 


| м; =0 mod. p™ a 0$ < m. | 
Обратно, пусть р" воть ф-примарный множитель Числа 
det (py) = 11213! им 
O¢tism : | 
(O¢gsm 
если для чисел /4 справедливы сравнения | 
д; =0 пор" при. Osis m, 
TO | | 
A, , =O mod p” пи OSism., 
_ Отсюда следует, что топология ‘рядов совпадает с „-тополо- 
gg Ne я докаку, что топология рядов тоньше ase топо- 


логии. Пусть дана окрестность У нуля в предельной топологии, 
состоящая, скажем, из таких aeA(A), что 


«(Е _) =0 modp™ в KA(B(Z/p”)). 
В кольце K(B(Z/p”™)) имеет место равенство _ (8. )Р. = 


173 | 


из которого следует, что. 
{х,) = (6-2). = py 
для некоторого подходящего 4. Возведя это равенство в сте- 


пень И», мы получим 4 


)"P — 
(x py 
Поэтому если 


$(&) = ко, 


1 = м\ 


где m=np. ‚ то обязательно 6(&, )= 0" = для некоторого 
подходящего %. Запишем 


о (&) = = 
сравнения у 


А. ; = 0 mod. р” пря Озе<т = пр” 


задают окрестность нуля в cy malar рядов, и из сказанного вы- 
ше следует, что 0 лежит BV 

Наконец, я докажу, что предельная топология тоньше тополо- 
гии рядов. Пусть дана окрестность У нуля в топологии рядов, 
состоящая, скажем, из таких OL, что 


a(&)= А, х", 
rae 


А; =0 mod p™ при 1$ т. 


Индукцией вниз по №, мы построим число r=1(k) со следующим 
свойством: если 


8(6) = be fe 


D jotormresato, a(é) = iy А. х +6 (&), где 6(&) == 
$ = 0 
ae т. А. р: ..\ Внражение DAC, y делится на р" сотлас- 


<= м, =0 -; 
но условию на А, а $(Ё г) делится на 5” в силу сказанного 


выше. - Прим. перев. 


a $(&,) переходит в нульв KA(B(Z/p Pe eo bay: 3 
Индукция тривиальным образом начинается а & =т.+ или о k= m 
HL = 1, Предположим, что построено число % = я, (+4), где‘ 

1 ы k $m. Так как K(B(Z/p*) 2) аннулируется умножением на 

TO saan 4 найти такую степень +7 числа р, что элемент 
Е. -{)* = = (x, у аннулируется в К(В( jp) умножением на 
5*. Положим 

f 


м, = 1(k) = max(n,t, 3). 
Если 


$(=) = р сах" 


и (5. ‚) переходит в нуль в KA(B(Z/p* )* фе Мет расомат.- 
ривая член наименьшей фильтрации, мн видим, что ры Omod. р”. 
Рассмотрим теперь такую операцию ©, что 


с(&) но «м 


Очевидно, что С (&,„) переходит в нуль”) в KA(B(Z/p") pa 
поэтому по предполодению индукции Cc eV. Отсюда следует, что 
eV <“) и шаг индукции завершен. 

Индукция заканчивается на & = {; при этом получается такое 
л,, что если пля операции 


$(=) = L д. > 


и 6(&,,) переходит в нуль в KM(B(Z/p ZBL то $ eV. Cne- 
лаем последний шаг. Подберем такое $, что p* аннулирует груп- 
ny KA(B(Z/p*)*™ ‚я например годится $ = Lm. Положим N= 
= M00 (3,1), и пусть 1 a есть множество таких aoe A(A), ure 


D депотьирольшо, c(&,) = 6(5,)-м, (т. но Meg lB)” =(,rax a 
рая Omod р" ut >23, а а 6(&. ) переходит в нуль = RAB (2p 
неа >Я, и $(5, |) переходит в нуль в КА(ВСР/р" ) 

Прим, 0 
ГВ ‚5 (5) =c(&) + ux ‚ HO Fe viva MOCKOJIb— 
pels дичи ut zn, ам, BS ya при ®+1< 4< m, поскольку 


~ Прим. перев. 
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а (= +) оао рн B KA(B(Z/p"?. тогда У” ABIAOTOR 
oxpécrHoc TED нуля в предельной топологии, Я Vc V, 

Этим завершается доказательство леммы 6.6.1, а вместе о НИМ. 
_ завершаются доказательства предложений 6.5.7 и 6.3.5. 

Читателю, которому третья часть доказательства леммы 6,6.7 
показалась стрельбой из пушек по воробьям, настояте amy. со- 
ветуем изучить нетривиальные расширения в К В (в(/р”У”) 
частных значений %>1 ит>4. 
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Глава 7 
СЕГОДНЯШНЕЕ СОСТОЯНИЕ ПРЕДМЕТА. 


§ 7.1. Обзор 


В этой главе я попытаюсь коротко и, вероятно, совершенно 
неадекватным образом обрисовать нынешнее положение дел в нашей 
области. | 

По-видимому, лучше всего продолжить разговор, начатый в § Т.8. 
Как было сказано, для изучения топологии многообразий топологам 
необходимо, в частности, исследовать следующую последователь-- 
ность групп и гомоморфизмов: 


Кок) — кы) — Ky, (X) — К, 0. 


Другими словами, мы хотим рассмотреть представляющие пространст- 
ва 


BO, BPL, BTop, BF 


вместе с соответствующими факторпространствами, проанализировать 
или представить их как бесконечнократные пространства петель от 
более элементарных частей. Конечно, желательно анализировать не 
только объекты, но и отображения; в идеале хотелось бы иметь спи- 


сок отображений, в котором каждое геометрически важное отобра- 
жение встречается ровно один раз, и указатель, в котором были 
бы кратко обрисованн вое ранее построенные интересные отобрахже- 
ния и указывалось их место в главном списке, В то время, когда 
я читал эти лекции, мне казалось, что такой уровень системати- 
зации этого предмета не скоро будет достигнут. Сейчас (Э/ТХ 
1977) в этом направлении имеется значительный прогресс. В этом 
можно убедиться, обратившись, например, к работе [99]. Оказа- 
лось, в частности, возможным доказать, что отображение, пост- 
роенное при помощи "дискретных моделей", согласуется с отобра- 
жением, построенным другими методами. 
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Вернемся к проекту "анализа объектов”. Как уже говорилось 
в гл.5, гомотопическими группами пространства BF служат ста- 
бильные гомотопические группы сфер,и поэтому они очень сложны. 
‘Однако после локализации по нечетному простому числу стабиль- 
ные гомотопические группы сфер расщепляются в прямую сумму вида 


т*(5°) = (im ¥ ) ® (coker $). 


Это можно вывести из приведенных в гл. 5 результатов. Поэтому 
MH вынуждены смириться с перспективой построения единого про-- 
странства или спектра, гомотопическими группами которого являют- 
‘ся группы — совет $. И этому пространству или спектру мы вве- 
ряем все нерешенные проблемы теории гомотопий. Любое простран- 
ство или спектр, задуманное и созданное для этого, можно наз- 
вать coker F. Конечно, авторы, которые в чрезмерном рвении за- 
думают и создадут несколько таких объектов или будут рассматри- 
вать один и тот же объект с разных точек зрения, могут добавить. 
к этому обозначению нижние и верхние индексы и другие украшения. 

Небольшая аномалия возникает при локализации по простому 
числу 2. Группа т5(5°) по-прежнему расщепляется в прямую сум- 
му "известной части", связанной с К-теорией, и "неизвестной 
части", однако описание "известной части" должно быть несколько 
другим. Помимо образа классического '}-гомоморфизма эта часть. 
содержит прямые слагаемые Z/2, порожденные элементами LL при 
1ai,2mod8 [5]. Эти факты хорошо известны топологам и любимн 
ими, но вряд ли трогают кого-нибудь еще. 

Возвращаясь вновь к проекту "анализа объектов", приходится 
признать нерадостную перспективу введения грубого объекта coker}. 
Хотелось бы жестко управлять всеми оставшимися компонентами на- 


wero разложения, и на практике это пока что означает, что они 
должны быть тесно связанными с известными спектрами, представ- 


ляющими варианты связной К-теории. (Когда я говорю "тесно свя- 
заны", я имею в виду, что допускаются такие конструкции, как 
корасслоения,’ возникающие из известных отображений между извест- 
ными спектрами К-теорий.) Поэтому результат типа изложенного в 
гл. 6 позволяет надеяться, что отображения между такими спектра- 
ми поддаются управлению. См. об этом [69], теорема 6.1 (хотя 
я не очень доверяю некоторым ф-адическим результатам этого пре- 
ъпринта), или [70], теорема 9.3 на с. 232, теорема 9.9 на с.236. 
Получить хорошее представление о достигиутом в этой области 
прогрессе можно, сравнив проблемн, поставленные в [95], с pe- 
зультатами, полученными в [99]. Конкретные проблемы рассматри-_ 
ваемого мною типа я могу разделить по трем уровням. 
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На первом, ‚проотебием уровне Мэй ofopuyanpones B con про- 


блему 6: "Когла Н-отображение опного бесконечнократного прост- 


ранства петель, гомотопически эквивалентного локализованному 
или пополненному по ф пространству 850, в другое такое прост- 
ранство является бесконечнократным петлевым отображением?" 
MH уже видели, что именно эту проблему решили Мадсен, Снэйт 
и Торнхэв. И как я и предполагал, нам теперь не очень страшны 
проблемы этого уровня. 
Теперь я перейду к формулировке двух проблем второго, проме- 
жуточного уровня. | | 
ВОПРОС 7.Т.Х. Атья, Ботт и Шапиро в [19} снабдили Spin- 
расслоения КО-ориентацией, т,е. задали естественное преобразо- 
вание 


foe 


6 
Кара а сы Kote)» 


uae xoroporro@6 =1, где Ky ini о(Х.) есть группа Ppokaitanice 


S pin-paccroenntt с фиксированной КО-ориентацией, a отображение 


т: K sp i niko ite! Kain) 


есть забывание этой ориентации. Продолжается ли б до естест- 
венного преобразования 6 теорий когомологий, такого что®б = A? 


ВОПРОС 7.1.2. Этот вопрос аналогичен вопросу 7.1.1, 
только ориентация Атьи, Ботта и Шапиро заменяется ориетацлея 


Сулливана ЗТор-расслоений над KOZ [4/2 | (ом. {rg § 6). 


Эти два вопроса являются гипотезами 2 и 3 работы [95]. На. 
эти вопросы, правда в слегка измененном виде, получены положи- 
тельнне ответы; однако этих ответов нам вполне достаточно, No 
скольку они позволяют достичь исходную цель. Изменение состоит 
= следующем: соотношения типа 6 = 4 выполняются не в группе. 

ко(Х), а в груше_ Kgp(X), определяемой при помо- 

К spiniko СХ, расслоений, а не эр4и-расслоений (см. 9х. 8). 
ИЕ см. в [99], теорема 7.41, с. 135, теорема 7.16, 
ox ТЗА. 

Теперь я перехожу к формулировке единственной проблемы тре- 
тъего, самого глубокого уровня, которая связана с вариантом об- 
суждавшейся в гл. 5 гипотезы Адамса для бесконечнократных про- 
странств петель. re 


oad | 
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Сначала сформулируем комплексный вариант этой гипотезы. До-- 
пустим, что отображение 


K(x) — K(X) 


продолжается ‘до естественного преобразования теорий когомологий, 
которое соответствует отображению спектров 


фи — BSF. 


ВОПРОС 7.1.3, Гомотопна ли композиция. 
фи Ste Bu Z[1/k] — ВЗР [4/4] 


нулю в смысле отображений спектров? 


Это - гипотеза I из [95]. Недавно она доказана в двух неза- 
висимых работах, в работе Фридлэндера [61| и работе Сеймура 
[132] (см. также 1643, 1674- Перев.), В основу методов Фридлэнде- 
ра положен метод `Сулливана этальной гомотопической теории в ал- 
гебраической геометрии; они требуют подгонки этого метода и ма- 
шинерии гл. 2 до их согласования. Методы Сеймура заключаются в 
геометрическом построении теории когомологий, представленной го- 
мотопическим слоем отображения wr, такой, как в [13%] . 


ВОПРОС 7.1.4. Каков должен быть вещественный аналог вопро- 
са 7.Т.З при простом p= 2? 


При нечетном простом р проблемы нет: на очевидный веществен- 
ный аналог вопроса 7.1.3 ответом служит ответ на вопрос 7.1.3. 
Случай р = 2 неизбежно является совершенно другим. Нетрудно 
сформулировать столь слабое утверждение, что оно будет беспо- 
лезным (например, пустое), или же столь сильное, что оно будет 
неверным (например, очевидный вещественный аналог вопроса 
7.Т.3). Вопрос в том, чтобы сформулировать "правильное" утвер- 
жление. Кажется, подходящий кандидат найден, однако я пока еще 
не слышал, что есть хоть какая-то надежда доказать это утвержде- 
ние. 

Отмечу также еще одно недавнее достижение: доказано, что раз- 
ные машины из гл. 2, по существу, эквивалентны. Точнее, на машину, 
превращающую входящие в нее пространства в спектры, накладнвает- 
ся некоторая разумная система аксиом; при этом показано, что 
соответствующий вариант машины Мэя удовлетворяет этим аксиомам; 
показано, что любая машина, удовлетворяющая этим аксиомам, эк- 
вивалентна машине Сигала, которая оказывается наиболее удобной 
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для сравнения. Произошло то же, что и с аксиомами Эйленберга ~ 
Стинрода: создатель новой машины должен принять на себя бремя. 
проверки выполнения этих аксиом для своей машины. Это достиже- 
ние принадлежит Мэю и Томасону [100]. Главная идея заимствована 
из работы Фидоровича, доказавшего единственность спектров в ал- 
гебраической К-теории [58]. 

В дополнение к этому доказана единственность машин, преобра- 
зующих пермутативные категории в спектры. 

По-видимому, эта теория находится в достаточно удовлетвори- 
тельном состоянии и близка к выполнению своих главных целей. 
Этим мажорным аккордом и завершим нашу книгу. 
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